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@ Einleitung
@ Lineare Optimierung

@ Semidefinite Optimierung

© Beispiele
o MAX-CUT
o MAX-BISECTION
o MAX-2SAT



Einfiihrung in Semidefinite Programmierung
Einleitung

Optimierungsaufgaben

Gegeben sei eine Zielfunktion f: R" — R. Dann betrachten wir

b firie{1,...,m}
0

hi(x) >0 fir i€ {1,...,1}

mit den Nebenbedingungen gegeben durch die Funktionen
f;, hi: R — R. Wir definieren

Z:={x|fi(x)=bjfiralleic{l,..., m}
und hij(x) >0 fir alle i € {1,...,/}}

die Menge der zuldssigen Lésungen.
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Einleitung

Problem: Effiziente Losung solcher Aufgaben ist im allgemeinen
schwierig bis hin zu praktisch unméglich.

Idee: Relaxation (Vereinfachung) des Problems,

@ um obere Schranken fiir den optimalen Wert zu erhalten oder

@ Naherungslosungen zu berechnen

meist durch VergroRerung von Z.
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Lineare Optimierung

Lineare Optimierung

1. Versuch:
Wir betrachten die Standardform?® einer linearen

Optimierungsaufgabe

maximiere ¢ - x
sodass x € R" Ax=5b,x>0

Probleme dieser Form treten haufig auf, bekannte
Lésungsmethoden sind

@ Simplexverfahren

@ Innere-Punkt Methoden

hier mit Gleichungsnebenbedingungen
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Einleitung

Lineare Optimierung

Relaxation bestimmter Probleme fiihren unter anderem auf lineare
Optimierungsaufgaben, so zum Beispiel

o MAX-CUT, die Berechnung eines maximalen Schnittes in
einem gewichteten Graphen,
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Einleitung

Lineare Optimierung

Relaxation bestimmter Probleme fiihren unter anderem auf lineare
Optimierungsaufgaben, so zum Beispiel

o MAX-CUT, die Berechnung eines maximalen Schnittes in
einem gewichteten Graphen,

o MAX-BISECTION, eine Variante von MAX-CUT mit
gleichmachtigen Knotenmengen,

o MAX-2SAT, die Berechnung einer optimalen Belegung einer
Klausel in CNF mit jeweils genau zwei Variablen.

Diese Relaxationen liefern aber zu wenig Informationen!

Verallgemeinerung der Linearen Optimierung auf Semidefinite
Optimierung (Semidefinite Programming, SDP)
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Einleitung
Semidefinite Optimierung

Definition

Eine Matrix X € R™*" heilt positiv semidefinit, wenn fiir alle
x € R" stets x T Xx > 0 gilt.
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Einleitung

Semidefinite Optimierung

Eine Matrix X € R™*" heilt positiv semidefinit, wenn fiir alle
x € R" stets x T Xx > 0 gilt.

Theorem

Sei X € R™" symmetrisch. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

a) X ist positiv semidefinit

b) X hat keine negativen Eigenwerte

c) Fiir jedes y € R” gilt y™ Xy >0

d) Es existiert eine Matrix C € R™" mit X = CC".
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Semidefinite Programmierung

2. Versuch:

Statt der Optimierungsaufgabe (LP) betrachten wir nun
maximiere tr(WX)
so dass tr(A;X) = b; fiir j e {1,...,m}, (SDP)
X >0

mit symmetrischen Matrizen W, A;, X und
n
tr(X) = Z Xii
i=1

der Spur von X.
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Vorteile

@ Losung von (SDP) ist immernoch ,praktisch schnell (z.B. mit
Inneren-Punkt Methoden):
Semidefinite Optimierungsaufgaben sind innerhalb einer
vorgegeben Fehlertoleranz ¢ > 0 polynomiell in n und Iog%
|6sbar
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Einleitung
Semidefinite Optimierung

Vorteile

@ Losung von (SDP) ist immernoch ,praktisch schnell (z.B. mit
Inneren-Punkt Methoden):
Semidefinite Optimierungsaufgaben sind innerhalb einer
vorgegeben Fehlertoleranz ¢ > 0 polynomiell in n und Iog%
|6sbar

o Relaxationen zu Problemen der Form (SDP) liefern im
allgemeinen bessere Schranken als lineare Relaxationen

@ Approximationsalgorithmen auf Basis von (SDP) liefern meist
bessere Ergebnisse
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Semidefinite Optimierung
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Abbildung: Vergleich von LP und SDP bei MAX-SAT, aus [GHLO06]
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Beispiel: MAX-CUT

Gegeben sei ein nichtnegativ gewichteter Graph G = (V/, E) mit
Knotenmenge V und Kantenmenge E, |E| > 1. Ohne
Einschrinkung sei G vollstindig?. Es bezeichne weiterhin w;; das
Gewicht der Kante (/,/) € E.

Znicht vorhanden Kanten bekommen das Gewicht 0
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MAX-CUT

Beispiel: MAX-CUT

Gegeben sei ein nichtnegativ gewichteter Graph G = (V/, E) mit
Knotenmenge V und Kantenmenge E, |E| > 1. Ohne
Einschrinkung sei G vollstindig?. Es bezeichne weiterhin w;; das
Gewicht der Kante (/,/) € E.

Es sei das Gewicht w das Schnittes (S, V \ S) gegeben durch

w(S,V\S) = Z wij.

i€S.j¢s

Znicht vorhanden Kanten bekommen das Gewicht 0
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maximiere w(S,V \ S)
sodass SCV
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Beispiele
MAX-CUT

Dann ist das Problem MAX-CUT gegeben durch

maximiere w(S,V \ S)
sodass SCV

MAX-CUT € N'PC.
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MAX-CUT als SDP

Idee: Assoziere mit einem Knoten i € V eine Variable y; € {—1,1},
sodass i € S <= y; =1gilt.
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Beispiele

MAX-CUT

MAX-CUT als SDP

Idee: Assoziere mit einem Knoten i € V eine Variable y; € {—1,1},
sodass i € S <= y; =1gilt.

Dann ist mit S = {y; | yi = 1} das Gewicht eines Schnittes
gegeben durch

1

w(S,V\S) = 5 Z wii(1 — yiy;).
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Beispiele
MAX-CUT

Dann ergibt sich MAX-CUT zu

. 1
maximiere - Z wii(1 — yiyj)
1<J
sodass y; € {—1,1} firalleie V

(MAX-CUT)
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Beispiele
MAX-CUT

Beobachtung: Die Variablen y;y; treten als Produkt auf, d.h die
Matrix

1%
Y = (Yiyj)l,',j‘:1

ist positiv semidefinit mit Yj; = 1.
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Beispiele
MAX-CUT

Beobachtung: Die Variablen y;y; treten als Produkt auf, d.h die

Matrix
v
Y = (Yiyj)l,',j‘:1
ist positiv semidefinit mit Yj; = 1.

Dies ergibt:

- 1
maximiere Z wii(1 — Yj)

i<i ) (MAX-CUT-SDP)
sodass Y;=1firalleicV

Y >0
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MAX-CUT

Approximation von MAX-CUT

Bemerkung

Mit Hilfe von (MAX-CUT-SDP) wurden signifikante
Verbesserungen in der Berechnung von Niherungsldsungen von
MAX-CUT erzielt:

Der erwartete Wert bei der Losung von MAX-CUT ist mindestens
0.87856 - Optimalwert. (1.1382; siehe z.B. [GW95])
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Vektoren mit euklidischer Norm 1 auf.



Einfiihrung in Semidefinite Programmierung
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MAX-CUT

Approximation von MAX-CUT

Bemerkung

Mit Hilfe von (MAX-CUT-SDP) wurden signifikante
Verbesserungen in der Berechnung von Niherungsldsungen von
MAX-CUT erzielt:

Der erwartete Wert bei der Losung von MAX-CUT ist mindestens
0.87856 - Optimalwert. (1.1382; siehe z.B. [GW95])

Idee dazu: Fasse Variablen y; in (MAX-CUT) als eindimensionale
Vektoren mit euklidischer Norm 1 auf.

Mogliche Relaxation ist dann: Statt eindimensional auch
mehrdimensional zulassen.
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Beispiele
MAX-CUT

1 ;
maximiere 5 Z wii(1 — v’ vj)
1<J
sodass v;e€ S,_q firalleicV

(APPROX)
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Beispiele

MAX-CUT

maximiere — E W,J v, vJ
I<_/
sodass v;e€ S,_q firalleicV

(APPROX)

Setze dann

Y = Gram({vi,...,vy|}) = (v Vj)l,‘jl 1

womit (APPROX) wieder auf (MAX-CUT-SDP) fiihrt.
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Beispiele
MAX-CUT

Dies fuhrt dann zu

Algorithmus (Approximationsalgorithmus fir MAX-CUT, [GW95])

1) Lose (APPROX) als SDP mit Lésung {v1, ..., vy},
2) wahle zufillig einen Vektor r € S,_1,
3) undsetze S = {i | v.r > 0}.
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Beispiele
MAX-CUT

Dies fuhrt dann zu

Algorithmus (Approximationsalgorithmus fir MAX-CUT, [GW95])

1) Lose (APPROX) als SDP mit Lésung {v1, ..., vy},
2) wahle zufillig einen Vektor r € S,_1,
3) undsetze S = {i | v.r > 0}.

Bemerkung

Fiir den Erwartungswert E,, des Schnittes gilt
1
By = a-§ZWU(1— v vj) = a- OPT
1<j
unter den genannten Nebenbedingungen mit

2
o= min —L > 0.87856.
0<6<r ™1 — cos@
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MAX-CUT

Berechnung der garantierten erwarteten Giite

Es gilt

1
By = — E w;j arccos(v;" v))
T 4=
i<j
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i<

Beweis

E, = Z wij - Pr[v; und v; werden durch r getrennt]
i<j
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Berechnung der garantierten erwarteten Giite

Es gilt
1 T
E, = - ; w;j arccos(v;' vj)
i<

Beweis

E, = Z wij - Pr[v; und v; werden durch r getrennt]
i<j

= Z wi; - Pr[sgn(v;" r) # sgn(v/ r)]

i<j
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Beispiele
MAX-CUT

Berechnung der garantierten erwarteten Giite

Es gilt

1
E,=— E w;j arccos(v;" v))
s
i<j

E, = Z wij - Pr[v; und v; werden durch r getrennt]

= Z wi; - Pr[sgn(v;" r) # sgn(v/ r)]

Bild T

L arccos( )
= wijj - — ar vi' vj
) T [
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MAX-CUT

Lemma

Esist fir—1 <y <1

1 1
= >a-=(1—
- arccos(y) > « 2( y)

mit 5 g
a= min ——— > (0.87856
0<6<m w1 — cosf
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Beispiele
MAX-CUT

Lemma

Esist fir—1 <y <1

1 1
= >a-=(1—
- arccos(y) > « 2( y)

mit 5 g
a= min ——— > (0.87856
0<6<m w1 — cosf

v
Beweis.

L arccos(y) . Larccos(y)

31—y) iy (1-y)
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Beispiele
MAX-CUT

Lemma

Esist fir—1 <y <1

1
- arccos(y)

mit
2 0

a= min —

0<6<m w1 — cosf

1
>a- (1 —
>« 2( y)

> 0.87856

v
Beweis.

% arccos(y) i % arccos(y) =y . 2 0

31—y) iy (1-y)

n N —
0<6<r ™1 — cos@




Einfiihrung in Semidefinite Programmierung

Beispiele
MAX-CUT

Zusammen gilt nun

Ey



Einfiihrung in Semidefinite Programmierung

Beispiele
MAX-CUT

Zusammen gilt nun

1
E,=— E w;j - arccos(v;' v;)
i
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Beispiele
MAX-CUT

Zusammen gilt nun
1 T
E, = - E wjj - arccos(v;' vj)
i<j

1 T
Za'gzwﬁ(l—w vj)

i<j
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Beispiele
MAX-CUT

Zusammen gilt nun
1 T
E, = - E wjj - arccos(v;' vj)
i<j

1 T
za-zgw,-j(l_v, vj) = a - OPT
i<j
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Beispiele
MAX-CUT

Zusammen gilt nun

1
E, = - Z w;j - arccos(v;' v;)
i<j
1
> Oé'EZij(l— v,-TvJ-) =a-0OPT
i<j

@ Die Berechnungsungenauigkeit bei Lésung von (APPROX)
kann in den Approximationsfaktor verschoben werden.

@ Die Giite von 1.1382 ist die bislang beste, bekannte
Approximationsgiite (nach [Wa06])

@ Verbesserung auf 0.942 - Optimalwert (1.0615) ist in N'PC
(siehe [Has97])
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Beispiel: MAX-BISECTION

Wir betrachten MAX-CUT mit der Zusatzbedingung, dass |E| € 2N
und dass beide Knotenmengen gleichmichtig sein sollen:

. 1
maximiere Z wii(1 — yiyj)
1<J
sodass y; € {—1,1}firalleie V
\4

ny =0
i=1
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MAX-BISECTION als SDP

Beobachtung: Schreibe ZEZ‘I yi=0als e’y =0 mit
e= (1)‘,!1 cRViund y = (y,)llg1 € RIVI. Weiterhin setzen wir
wieder Y = (yiyj)l',‘J/'Ll'
Statt der Bedingung e’y = 0 setzen wir dann
tr(ee” Y) =0
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MAX-BISECTION als SDP

Beobachtung: Schreibe Z, 1)/' =0alse’y =0 mit
e=(1 )M eRVlund y = (y )lV| e RIVI. Weiterhin setzen wir
wieder Y = ()/IYJ)‘;JLl-
Statt der Bedingung e’y = 0 setzen wir dann
tr(ee” Y) =0

Dies ergibt:
SDP (MAX-BISECTION)

. 1
maximiere Z: wii(1 — Yj)
i<j
so dass tr(ee’ Y) =0 (MAX-BISEC)
Yi=1firalleie V
Y =0
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Beispiele

MAX-BISECTION

Algorithmus (MAX-BISECTION nach Frieze/Jerrum, [Ye99])
1) Lbse die Relaxation (MAX-BISEC) und bestimme den Schnitt
S wie bei MAX-CUT

2) falls die erhaltenen Mengen nicht gleichmachtig sind, dann
tausche solange , leichte” Knoten aus der groBeren Menge in die

kleiner Menge, bis dies erfiillt ist

v
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Beispiele
MAX-BISECTION

Algorithmus (MAX-BISECTION nach Frieze/Jerrum, [Ye99])

1) Lbse die Relaxation (MAX-BISEC) und bestimme den Schnitt
S wie bei MAX-CUT

2) falls die erhaltenen Mengen nicht gleichmachtig sind, dann
tausche solange , leichte” Knoten aus der groBeren Menge in die
kleiner Menge, bis dies erfiillt ist

@ Der oben angegebene Algorithmus hat einen erwarteten Wert
von 0.651 - Optimalwert (1.536)

@ Die Relaxation (MAX-BISEC) kann genutzt werden, um
Ndherungsalgorithmen zu konstruieren, deren erwarteter Wert
groRer oder gleich 0.699 - Optimalwert ist. (1.4306,
siehe [Ye99])
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Beispiel: MAX-2SAT

Gegeben sei n € N und eine Menge
C={G|¢G :le“ \/Xj;z,_] e{l,...,n},0j,0qj, € {-1,1}}

von Klauseln.
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MAX-2SAT

Beispiel: MAX-2SAT

Gegeben sei n € N und eine Menge

C={G|¢G :le’l \/xj2’2,J e{l,...,n},0j,0qj, € {-1,1}}
von Klauseln.
Dann ist MAX-2SAT die Maximierungsaufgabe

Finde eine Belegung der Variablen x; derart, dass die
Anzahl der giiltigen Klauseln C; maximal wird.
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MAX-2SAT als SDP

Vorbetrachtungen

@ assoziere mit jeder Variablen x; € {true,false} eine Variable
Yi € {_17 1}
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MAX-2SAT als SDP

Vorbetrachtungen

@ assoziere mit jeder Variablen x; € {true,false} eine Variable
Yi € {_17 1}
e Einfilhrung einer weiteren Variablen yp € {—1,1}
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MAX-2SAT als SDP

Vorbetrachtungen

@ assoziere mit jeder Variablen x; € {true,false} eine Variable
Yi € {_17 1}
e Einfilhrung einer weiteren Variablen yp € {—1,1}

Wir setzen x; auf true dann und nur dann, wenn yp = y; gilt.
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MAX-2SAT

Ziel: Definiere Funktion v: C — N, welche die wahren Klauseln
,zahlt".

Es bezeichne N die Anzahl der in C vorkommenden Variablen.
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v(x) = 0 falls x; = false
71 1 falls xj = true
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Beispiele
MAX-2SAT

Ziel: Definiere Funktion v: C — N, welche die wahren Klauseln
,zahlt".

Es bezeichne N die Anzahl der in C vorkommenden Variablen.

Fiir die Variablen x; mit i € {0,..., N} definiere

v(x) = 0 falls x; = false
71 1 falls xj = true

oder mit Hilfe der Variablen y;:

1 .
Entsprechend setze
— 1 —=yoyi
v(x) =
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Beispiele
MAX-2SAT

Definiere nun v auf den Klauseln x; V xi:

v(xi Vxk)=1— (X AXx)
1—yoyi 1 — Yoy
2 2
L+yoyi  1+yoyk 1—yivk
2 T4 T

-1
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Beispiele
MAX-2SAT

Damit nun MAX-2SAT als Optimierungsaufgabe

maximiere Z v(c)

= (MAX-2SAT)
so dass y; € {—1,1} fir alle i € {0,..., N}
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MAX-2SAT

Esist >_cccvic) = 2icj ai(1 + yiyy) + bij(1 — yiy;)-
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Beispiele
MAX-2SAT

Esist >_cccvic) = 2icj ai(1 + yiyy) + bij(1 — yiy;)-
Dann kann die Optimierungsaufgabe (MAX-2SAT) geschrieben
werden als

maximiere Z ai(1 + yiy;) + bij(1 — yiy;)
i<f
so dass y; € Sp fur alle i € {0,...,N}
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Beispiele
MAX-2SAT

SchlieRlich wieder die Relaxation: Lasse statt Sg auch S,_1 zu:

SDP (MAX-2SAT)

maximiere Z aji(1+Yj) + bjj(1 - Yj)
i<j
sodass Y;=1fiiralleie{0,...,N},
Y >0
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Beispiele
MAX-2SAT

SchlieRlich wieder die Relaxation: Lasse statt Sg auch S,_1 zu:
SDP (MAX-2SAT)
maximiere Z aji(1+Yj) + bjj(1 - Yj)

i<j
sodass Y;=1fiiralleie{0,...,N},
Y >0

Bemerkung

Wir erhalten damit als Lésung {wo, ..., vy}, wihlen wieder
r € S,—1 zufillig und setzen alle Variablen x; auf true, die die

Gleichung sgn v r = sgn v r erfiillen, den Rest auf false.




Einfiihrung in Semidefinite Programmierung

Beispiele
MAX-2SAT

SchlieRlich wieder die Relaxation: Lasse statt Sg auch S,_1 zu:
SDP (MAX-2SAT)
maximiere Z aji(1+Yj) + bjj(1 - Yj)

i<j
sodass Y;=1fiiralleie{0,...,N},
Y >0

Bemerkung

Wir erhalten damit als Lésung {wo, ..., vy}, wihlen wieder
r € S,—1 zufillig und setzen alle Variablen x; auf true, die die

Gleichung sgn v r = sgn v r erfiillen, den Rest auf false.

Bemerkung

Eine Verbesserung auf 0.931 - Optimalwert (also einer Giite von
1.0741) ist mdglich!
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