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Lineare Programmierung LP und IP Problembeschreibung

Lineare und Integer Programmierung

Definition

Definition (Lineares und Integer Programm)

@ Ein lineares Programm LP ist ein Optimierungsproblem der
Form: Gegeben b € R™, ¢ € R” und A € R™*", finde X € R”
damit

—

MiNgcgn {ETX AX < b, % 0}
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Definition

Definition (Lineares und Integer Programm)

@ Ein lineares Programm LP ist ein Optimierungsproblem der
Form: Gegeben b € R™, ¢ € R” und A € R™*", finde X € R”
damit

MiNgpr {aT)? . AX < b, X > o}

@ Ein integer Programm IP ist ein Optimierungsproblem der Form:
Gegeben b € R™, ¢ € R" und A € R™", finde X € R" damit

Mingesn {67%: AX < B, > 0,%j € Jx € 2+ }
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@ Ein integer Programm IP ist ein Optimierungsproblem der Form:
Gegeben b € R™, ¢ € R" und A € R™", finde X € R" damit

—

Mingesn {67%: AX < B, > 0,%j € Jx € 2+ }

e Das IP heif3t pur, falls J = {1,2, ..., n}, sonst gemischt
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Lineare Programmierung LP und IP Problembeschreibung

Lineare und Integer Programmierung

Definition

Definition (Lineares und Integer Programm)

@ Ein lineares Programm LP ist ein Optimierungsproblem der
Form: Gegeben b € R™, ¢ € R” und A € R™*", finde X € R”
damit

MiNgpr {aT)? . AX < b, X > o}

@ Ein integer Programm IP ist ein Optimierungsproblem der Form:
Gegeben b € R™, ¢ € R" und A € R™", finde X € R" damit

Mingesn {67%: AX < B, > 0,%j € Jx € 2+ }

e Das IP hei3t pur, falls J = {1,2, ..., n}, sonst gemischt
e Falls x; € {0,1}, ist das IP binar
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Lineare Programmierung LP und IP Problembeschreibung

Relaxation eines Integer Programmierung

Definition

Definition (Relaxation eines Integer Programmierung)

@ Die Relaxation eines IPs (IPR)
MiNgcgn {ET)? AR <bX>0Vjedxe Z+}
ist das Optimierungsproblem

MiNgcpr {675(’ A% < b, ¥ > o}
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@ Die Relaxation eines IPs (IPR)
MiNgcgn {ET)? AR <bX>0Vjedxe Z+}
ist das Optimierungsproblem

MiNgcpr {675(’ A% < b, ¥ > o}

e Beschrénkung auf ganzzahlige Variablen x; fallengelassen
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Definition (Relaxation eines Integer Programmierung)

@ Die Relaxation eines IPs (IPR)

MiNgcgn {ET)? AR <bX>0Vjedxe Z+}
ist das Optimierungsproblem
MiNgcpr {675(’ A% < b, ¥ > o}
e Beschrénkung auf ganzzahlige Variablen x; fallengelassen

e Erlaubt u.U. effiziente Bestimmung einer ,guten” Lésung,
die noch gerundet werden muss
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Lineare Programmierung LP und IP Problembeschreibung

Relaxation eines Integer Programmierung

Definition

Definition (Relaxation eines Integer Programmierung)

@ Die Relaxation eines IPs (IPR)
MiNgcgn {ET)? AR <bX>0Vjedxe Z+}
ist das Optimierungsproblem
MiNgcpr {675(’ A% < b, ¥ > o}

e Beschrénkung auf ganzzahlige Variablen x; fallengelassen
e Erlaubt u.U. effiziente Bestimmung einer ,guten” Lésung,
die noch gerundet werden muss

o Integralitatsliicke (integrality gap) eines Problems IM ist

gegeben durch supjcn gFf’TTI f;(',))
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen

Scheduling Algorithmus

Gliederung

e Scheduling
@ Scheduling durch LP Parametric Pruning
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen
Algorithmus

Scheduling auf unverbundenen parallelen Maschinen

Scheduling

Definitionen und Problem

Definition (Schedule)

@ Gegeben sind Menge J von n Aufgaben und Menge M von m
Maschinen
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Extreme-Point-Lésungen
Algorithmus

Scheduling auf unverbundenen parallelen Maschinen

Scheduling

Definitionen und Problem

Definition (Schedule)

@ Gegeben sind Menge J von n Aufgaben und Menge M von m
Maschinen

@ Ein Schedule ist eine Zuteilung jeder Aufgabe auf einen (oder
mehrere) Zeitintervalle von einer (oder mehrerer) Maschinen
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Scheduling

Definitionen und Problem

Definition (Schedule)

@ Gegeben sind Menge J von n Aufgaben und Menge M von m
Maschinen

@ Ein Schedule ist eine Zuteilung jeder Aufgabe auf einen (oder
mehrere) Zeitintervalle von einer (oder mehrerer) Maschinen

Problem (Scheduling auf unverbundenen parallelen Maschinen)

@ Fir alle Aufgaben j € J und Maschinen i € M ist pj € Z* die
bendtigte Zeit, um j auf i zu bearbeiten
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen
Algorithmus

Scheduling auf unverbundenen parallelen Maschinen

Scheduling

Definitionen und Problem

Definition (Schedule)

@ Gegeben sind Menge J von n Aufgaben und Menge M von m
Maschinen

@ Ein Schedule ist eine Zuteilung jeder Aufgabe auf einen (oder
mehrere) Zeitintervalle von einer (oder mehrerer) Maschinen

Problem (Scheduling auf unverbundenen parallelen Maschinen)

@ Fir alle Aufgaben j € J und Maschinen i € M ist pj € Z* die
bendtigte Zeit, um j auf i zu bearbeiten

@ Ziel: Plane die Aufgaben auf den Maschinen so, dass die
gesamte Bearbeitungszeit (Makespan) minimiert wird, d.h.
minimiere die maximale Bearbeitungszeit jeder Maschine

Martinez Esturo (Uni Bielefeld) Scheduling und LP Sommerakademie Gorlitz

7/32



Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen

Scheduling Algorithmus

Scheduling auf unverbundenen parallelen Maschinen

Variationen des Problems

Variationen des Problems

@ Hier Maschinen ,unverbunden®, da keine Relation der
Bearbeitungszeiten einer Aufgabe zwischen ihnen
angenommen wird
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Variationen des Problems

Variationen des Problems

@ Hier Maschinen ,unverbunden®, da keine Relation der
Bearbeitungszeiten einer Aufgabe zwischen ihnen
angenommen wird

@ Firidentische Maschinen, d.h. Aufgabe j hat auf jeder
Maschine Bearbeitungszeit p;, kann PTAS angegeben
werden

Martinez Esturo (Uni Bielefeld) Scheduling und LP Sommerakademie Gorlitz 8/32



Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen

Scheduling Algorithmus

Scheduling auf unverbundenen parallelen Maschinen

Variationen des Problems

Variationen des Problems

@ Hier Maschinen ,unverbunden®, da keine Relation der
Bearbeitungszeiten einer Aufgabe zwischen ihnen
angenommen wird

@ Fir identische Maschinen, d.h. Aufgabe j hat auf jeder
Maschine Bearbeitungszeit p;, kann PTAS angegeben
werden

@ PTAS ebenfalls fir uniforme Maschinen i angebbar, die
Geschwindigkeit s; besitzen und Aufgabe j in Zeit p;/s;
bearbeiten
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen
Algorithmus

Scheduling

Scheduling Beispiele

Beispiele (Scheduling)
@ Ganit charts zur Visualisierung eines Schedules
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen
Algorithmus

Scheduling

Scheduling Beispiele

Beispiele (Scheduling)
@ Gantt charts zur Visualisierung eines Schedules
@ Maschinenorientiert:
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen
Algorithmus

Scheduling

Scheduling Beispiele

Beispiele (Scheduling)
@ Gantt charts zur Visualisierung eines Schedules

@ Maschinenorientiert:
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen

Scheduling Algorithmus

Scheduling und lineare Programme

Integer Programm zu Lésung des Scheduling-Problems

Definition (Scheduling Integer Programm (SIP))

@ x; sind nm Indikatorvariablen, ob Aufgabe j auf Maschine /i
lauft, t ist der Makespan
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen

Scheduling Algorithmus

Scheduling und lineare Programme

Integer Programm zu Lésung des Scheduling-Problems

Definition (Scheduling Integer Programm (SIP))
@ x; sind nm Indikatorvariablen, ob Aufgabe j auf Maschine /
lauft, t ist der Makespan

minimiere ¢

unter Yxj=1 jed
iem
Z XiiPijj <t ieM
jed

x;€{0,1} ieM,jed
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen
Algorithmus

Scheduling

IP Scheduling Beispiel

Beispiel (IP Scheduling mit nur einem Job)

@ Gegeben sei nur eine Aufgabe mit Bearbeitungsdauer m
auf jeder Maschine
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Algorithmus

Scheduling

IP Scheduling Beispiel

Beispiel (IP Scheduling mit nur einem Job)

@ Gegeben sei nur eine Aufgabe mit Bearbeitungsdauer m
auf jeder Maschine

@ SIP = Makespan=m
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Extreme-Point-Lésungen
Algorithmus

Scheduling

IP Scheduling Beispiel

Beispiel (IP Scheduling mit nur einem Job)

@ Gegeben sei nur eine Aufgabe mit Bearbeitungsdauer m
auf jeder Maschine

@ SIP = Makespan=m
@ SIP Relaxation = x; = L = Makespan = 1
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen
Algorithmus

Scheduling

IP Scheduling Beispiel

Beispiel (IP Scheduling mit nur einem Job)

@ Gegeben sei nur eine Aufgabe mit Bearbeitungsdauer m
auf jeder Maschine

@ SIP = Makespan=m
@ SIP Relaxation = x; = L = Makespan = 1

@ Beispiel hat Integralitatsliicke von ! = m, das Problem hat
unbeschrankte Integralitatsliicke
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen

Scheduling Algorithmus

Analyste IP Relaxation

Analyse IP Relaxation

@ |P setzt x; = Owennp; >t
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Analyse IP Relaxation

@ |P setzt x; = Owennp; >t

@ IPR findet glinstigere Losung, da gebrochene Werte fur x;;
erlaubt
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen

Scheduling Algorithmus

Analyste IP Relaxation

Analyse IP Relaxation

@ |P setzt x; = Owennp; >t

@ IPR findet glinstigere Losung, da gebrochene Werte fur x;;
erlaubt

@ Mdgliche Lésung: zusaizliche Bedingung
VieM,jedJ :wennp; > tdannx; =0
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen
Algorithmus

Scheduling

Analyste IP Relaxation

Analyse IP Relaxation

@ |P setzt x; = Owennp; >t

@ IPR findet glinstigere Losung, da gebrochene Werte fur x;;
erlaubt

@ Mdgliche Lésung: zusétzliche Bedingung
VieM,jedJ :wennp; > tdannx; =0

@ Aber: keine lineare Bedingung = Verwende Parameiric
Pruning
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen
Algorithmus

Scheduling durch LP Parametric Pruning

Scheduling

Definition

Definition (Parametric Pruning Scheduling (PPS))

@ |dee: Lasse Aufgaben-Maschinenpaare (7, j) mit p; > T aus
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Extreme-Point-Lésungen
Algorithmus

Scheduling durch LP Parametric Pruning

Scheduling

Definition

Definition (Parametric Pruning Scheduling (PPS))
@ |dee: Lasse Aufgaben-Maschinenpaare (i, j) mit p; > T aus

@ Parameter T € Z* ist Schatzung einer unteren Schranke des
optimalen Makespans
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Scheduling durch LP Parametric Pruning

Scheduling

Definition

Definition (Parametric Pruning Scheduling (PPS))
@ |dee: Lasse Aufgaben-Maschinenpaare (i, j) mit p; > T aus

@ Parameter T € Z™ ist Schatzung einer unteren Schranke des
optimalen Makespans

@ Definiere Menge guter Paare St = {(/,j) : pj < T}
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Scheduling durch LP Parametric Pruning

Scheduling

Definition

Definition (Parametric Pruning Scheduling (PPS))
@ |dee: Lasse Aufgaben-Maschinenpaare (i, j) mit p; > T aus

@ Parameter T € Z™ ist Schatzung einer unteren Schranke des
optimalen Makespans

@ Definiere Menge guter Paare St = {(/,j) : pj < T}

@ LP(T) ist Familie von LPs, die zuldssige gebrochene Lésungen
X mit Makespan < T suchen:

existiert X,
so dass oo x=1, jed
it (ij)eSr
> Xip; < T, ieM
J:(i.))€ST
Xij Z 07 (Ia.l) € ST?
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Scheduling Algorithmus

Gliederung

e Scheduling

@ Extreme-Point-Lsungen
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen

Scheduling Algorithmus

Extreme-Point-LOosungen

Verfahrensansatz

Verfahrensansatz

@ Finde durch binare Suche den kleinsten Wert von T, so
dass LP(T) eine zulassige Lésung hat. Dieser Wert sei T*
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Verfahrensansatz

Verfahrensansatz

@ Finde durch binare Suche den kleinsten Wert von T, so
dass LP(T) eine zulassige Lésung hat. Dieser Wert sei T*

@ T* ist eine untere Schranke fir OPT

@ Algorithmus wird eine Extreme-Point-Losung zu LP(T*)
runden, so dass Makespan < 2T
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Scheduling

Extreme-Point-LOosungen

Verfahrensansatz

Verfahrensansatz

@ Finde durch binare Suche den kleinsten Wert von T, so
dass LP(T) eine zulassige Lésung hat. Dieser Wert sei T*

@ T ist eine untere Schranke fur OPT

@ Algorithmus wird eine Extreme-Point-Losung zu LP(T*)
runden, so dass Makespan < 2T*

@ Ndutzliche Eigenschaften von Extreme-Point-Lésungen
werden dabei ausgenutzt
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Extreme-Point-Lésungen
Algorithmus

Scheduling

Extreme-Point-LOosungen

Definition

Definition (Extreme-Point-Lésung (EPL))

@ Eine Extreme-Point-Lésung ist eine zulassige Lésung auf
einem Eckpunki des alle zulassigen Losungen
beschreibenden Polyhedrons
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen
Algorithmus

Scheduling

Extreme-Point-LOosungen

Definition

Definition (Extreme-Point-Lésung (EPL))

@ Eine Extreme-Point-Lésung ist eine zulassige Lésung auf
einem Eckpunkt des alle zuldssigen Lésungen
beschreibenden Polyhedrons

@ Eine EPL kann durch keine konvexe Kombination zweier
unterschiedlicher zuldssiger Lésungen ausgedrickt
werden
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Extreme-Point-Lésungen
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Scheduling

Extreme-Point-LOosungen

Eigenschaften

Lemma (Beschrankung der Variablen einer EPL)
Jede EPL zu LP(T) hat hochstens n + m Variablen ungleich Null

sitat Bielefeld
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Scheduling

Extreme-Point-LOosungen

Eigenschaften

Lemma (Beschrankung der Variablen einer EPL)
Jede EPL zu LP(T) hat héchstens n + m Variablen ungleich Null

Beweis.

@ Sei r = |Sr| Anzahl Variablen durch die LP(T) definiert ist

m
=
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Scheduling

Extreme-Point-LOosungen

Eigenschaften

Lemma (Beschrankung der Variablen einer EPL)
Jede EPL zu LP(T) hat héchstens n + m Variablen ungleich Null

@ Sei r = |Sr| Anzahl Variablen durch die LP(T) definiert ist

@ Satz: Eine zulassige Lésung zu LP(T) ist eine EPL, falls r (lin.
unab.) Bedingungen von LP(T) auf Gleichheit gesetzt werden

O

Sitat Bielefeld

Martinez Esturo (Uni Bielefeld) Scheduling und LP Sommerakademie Gorlitz 17/32




Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen
Algorithmus

Scheduling

Extreme-Point-LOosungen

Eigenschaften

Lemma (Beschrankung der Variablen einer EPL)
Jede EPL zu LP(T) hat héchstens n + m Variablen ungleich Null

Beweis.

@ Sei r = |Sr| Anzahl Variablen durch die LP(T) definiert ist

@ Satz: Eine zulassige Lésung zu LP(T) ist eine EPL, falls r (lin.
unab.) Bedingungen von LP(T) auf Gleichheit gesetzt werden

@ Von diesen r Bedingungen missen mindestens r — (n+ m) aus
der dritten Gruppe (x; > 0) sein. Setze diese Null

O

Sitat Bielefeld
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Extreme-Point-LOosungen

Eigenschaften

Lemma (Beschrankung der Variablen einer EPL)
Jede EPL zu LP(T) hat héchstens n + m Variablen ungleich Null

Beweis.

@ Sei r = |Sy| Anzahl Variablen durch die LP(T) definiert ist

@ Satz: Eine zulassige Lésung zu LP(T) ist eine EPL, falls r (lin.
unab.) Bedingungen von LP(T) auf Gleichheit gesetzt werden

@ Von diesen r Bedingungen missen mindestens r — (n+ m) aus
der dritten Gruppe (x; > 0) sein. Setze diese Null

@ = Jede EPL zu LP(T) hat h6chstens n + m Variablen ungleich
Null

O

Sitat Bielefeld
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen
Algorithmus

Scheduling

Extreme-Point-LOosungen

Eigenschaften

Definition (Integrale und partielle Aufgaben)

Einen Aufgabe j heif3t integral geseizt, falls sie in einer Lésung
X nur einer Maschine zugeordnet wird. Sonst heif3t sie partiell
gesetzt
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Scheduling

Extreme-Point-LOosungen

Eigenschaften

Definition (Integrale und partielle Aufgaben)

Einen Aufgabe j heif3t integral gesetzt, falls sie in einer Lésung
X nur einer Maschine zugeordnet wird. Sonst heiB3t sie partiell

gesetzt

Folgerung (Beschréankung der Aufgaben einer EPL)

@ Jede EPL zu LP(T) hat mindestens n — m Aufgaben
integral gesetzt
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Scheduling

Extreme-Point-LOosungen

Eigenschaften

Definition (Integrale und partielle Aufgaben)

Einen Aufgabe j heif3t integral gesetzt, falls sie in einer Lésung
X nur einer Maschine zugeordnet wird. Sonst heiB3t sie partiell

gesetzt

Folgerung (Beschréankung der Aufgaben einer EPL)
@ Jede EPL zu LP(T) hat mindestens n — m Aufgaben
integral gesetzt
@ Jede EPL zu LP(T) hat hochstens m Aufgaben partiell
gesetzt
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Scheduling LP Parametric Pruning
Extreme-Point-Lésungen
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@ Ein Matching in H heiB3t perfektes Matching, falls jede Aufgabe
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@ Ein zusammenhéngender Graph V heif3t Pseudo-Baum, wenn
er maximal | V| Kanten enthalt

@ Da V zusammenhangend ist, hat er mindestens |V| — 1 Kanten
= er ist entweder ein Baum oder ein Baum plus einer Kante

@ Im Zweiten Fall hat er einen eindeutigen Zyklus

Definition (Pseudo-Wald)

Ein Graph V heif3t Pseudo-Wald, wenn all seine
zusammenhangenden Komponenten Pseudo-B&dume sind

v
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@ Faktor 2 Algorithmus zum Scheduling auf unverbundenen
parallelen Maschinen angegeben

@ Verfahren basiert auf LP—Rounding mit
LP—Parametric—Pruning

@ Spezielle Eigenschaften einer EPL des relaxierten
Problems werden zur Approximation ausgenutzt
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