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Zusammenfassung

In der Bioinformatik besteht das Problem der Haplotypisierung darin, von bekannten Ge-
notypen auf wahrscheinliche Haplotypen zu schliefien. Eine von Gusfield beschriebene Methode
dafiir benotigt eine linear Speicherplatzgrofie und basiert auf der Annahme, die vorkommenden
Haplotypen seien in einer perfekten Phylogenie, einer Baumstruktur mit gewissen Eigenschaf-
ten, angeordnet. Der hier vorgestellte Algorithmus basiert auf der selben Annahme, benotigt
aber nur logarithmischen Speicheraufwand. Da das Problem bekanntermafien L-hart ist, folgt
damit die L-Vollsténdigkeit der Haplotypisierung mittels perfekter Phylogenien.
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1 Begriffe aus Biologie und Genetik

e Basiseinheiten der DNA (Nukleinséuren): Adenin A, Guanin G, Thymin T, Cytosin C
e Chromosom: Strang von Nukleinsduren

e Genotyp: Erbbild eines Organismus, bestehend aus Chromosomen

e diploider Genotyp: doppelter Chromosomensatz

e haploider Genotyp = Haplotyp: einzelner Chromosomensatz, auch als Teil eines diploiden
Genotyps

e Allel: Auspriagung eines Gens an einem bestimmten Ort eines Chromosoms

e Single Nucleotide Polymorphism: Variation einzelner Basenpaare auf einem Chromosom



2 Das Problem der Haplotypisierung

2.1 Sichtweise eines Biologen

grofle Teile der DNA zwischen Individuen gleich

e = Untersuchung von einzelnen Basenpaaren, die hiaufig variieren (SNPs)

chem. Untersuchung an DNA (diploid): an bestimmtem Ort liegen bestimmte Basen vor

— gleiche Basen auf beiden Chromosomen: vollstéandiger Aufbau bekannt
— unterschiedliche Basen: Welche Base liegt auf welchem Chromosom?

2.2 Sichtweise eines Informatikers

e Grofiteil der SNPs: nur zwei verschiedene Basenpaare = Haplotypen h € {0,1}™

e Genotyp g der Haplotypen h und h' als Konkatenation der Mengen {h[i],h'[i]},1<i<m
einfachere Kodierung: {0} - 0,{1} - 1,{0,1} -2 =g¢¢€{0,1,2}"

h=0100,h’ = 0111 = g = 0122
h=0101,h’ = 0110 = g = 0122

— h[i] =h[j] # K [i] =R'[j]: h und b’ werden in i und j gleich aufgelost
— h[i] =Rh'[j] # A'[i] = h[j]: h und B’ werden in i und j ungleich aufgeldst

e Beispiel: h und h' erkliren jeweils g

e Haplotypmatrix (Genotypmatrix): Jede Zeile ein Haplotyp (Genotyp)

e 2n x m Haplotypmatrix B erklirt n x m Genotypmatrix A: fiir alle ¢ erkldren die Zeilen
2i —1 und 2¢ von B den Genotyp in Zeile i von A

e Ziel: finde zu gegebener Genotypmatrix eine wahrscheinliche Haplotypmatrix

3 Losungsansatz: Perfekte Phylogenien

e Annahmen:

— Haplotypen haben gemeinsame ” Vorfahren”
— gzwischen Generationen #ndern sich die Basen an den SNP-Orten
— am gleichen Ort #ndert sich die Base nur ein mal

= Anordnung in einem Wurzelbaum mit speziellen Eigenschaften (perfekte Phylogenie)

e Haplotypmatrix B lésst eine perfekte Phylogenie zu, wenn Wurzelbaum T existiert mit

1. Jede Zeile von B beschriftet genau einen Knoten von T’

2. Jede Spalte von B beschriftet genau eine Kante von T und jede Kante wird von
mindestens einer Spalte beschriftet

3. Fiir alle Paare (h,h') von Zeilen aus B und jede Spalte ¢ gilt h[i] # h'[i] genau
dann, wenn 7 auf dem Pfad von h zu h' liegt

e B lisst eine gerichtete perfekte Phylogenie zu, wenn B erweitert um den O-Haplotypen
eine perfekte Phylogenie zulésst
4 Haplotypisierung in Logspace

4.1 Charakterisierung perfekter Phylogenien

e Induzierte Menge ind®(4,5) zweier Spalten i und j der Haplotypmatrix B enthilt alle
Zeichenketten aus {00,01,10,11}, die in den Spalten ¢ und j vorkommen



e four gamete property: B lisst eine perfekte Phylogenie zu gdw. ViV : {00,01,10,11} #ind?(4, )

e three gamete property: B lisst eine ger. perf. Phylogenie zu gdw. ViV : {01, 10,11} ¢ind? (4, j)
= PPH = {A | A ist Genotyp-Matrix und erlaubt eine perfekte Phylogenie}, analog DPPH

e PPH und DPPH sind nach [EHKO02] aufeinander reduzierbar

4.2 Auflésung von 2-Eintrigen im Genotyp

e Induzierte Mengen der Genotypmatrix: zy € ind(i, ) € {00,01,10,11} gdw. A enthélt
Genotyp g mit (g[i] =z Ag[j]=y) v (gli] =z Agli]=2) v (gli] =2 Ag[i]=v)
e Fiir alle Haplotypmatrizen B, die A erkldren: Wenn A keinen Genotyp mit 2 in Spalten
i und j enthalt: ind* (7, §) ¢ ind? (4, 5)
= {01,10,11} ¢ ind*(i,j) = A ¢ DPPH
e betrachte Haplotypmatrizen, die die three gamete property erfiillen
e cinfache Folgerungen fiir 2 Spalten
— {01,10} ¢ ind“(4,7) = alle Genotypen g mit g[i] = g[j] = 2 werden von den Haplo-
typen aus B in ¢ und j ungleich aufgelost
— {11} ¢ ind“(i,j) = Genotypen in i und j gleich aufgelost

e komplexere Folgerungen fiir 3 Spalten kénnen weitere Inferenzen nach sich ziehen

4.3 Auflésungsgraphen

e Modellierung gleicher und ungleicher Auflosung durch ungerichtete, kantengewichtete
Graphen
— Knoten im Graph = Spalten der Genotypmatrix
— Kanten mit Gewicht 0: gleiche Auflésung der Spalten inzidenter Knoten
— Kanten mit Gewicht 1: ungleiche Auflésung der Spalten inzidenter Knoten

e konstruiere fiir jede Spalte ¢ in A einen Auflésungsgraphen G;

e (G; beschreibt Auflésungen fiir eine Menge A; von Genotypen, wobei A= | A4;

1<i<m
e Auflésung eines Genotyps g: Betrachte nur G; mit g € A;
e i>4j gdw. ind4(i,7) € {00,10,11} und die Spaltenvektoren i und j sind unterschiedlich
e A;={Genotyp g von A | g[i]=2 A Vj#i(g[j]=2= 7+ i) A
vj#i((g[2]=2A k= j(g[k] =2 =k +"j)) = j > i)}
e jeder Genotyp mit einem 2-Eintrag landet in genau einem A;
e konstruiere G; = (V;, E;) aus A;
— keV; < A; enthilt Genotyp mit einer 2 in Spalte k
— Kantenmenge E; € {{k,(}|k,l € V;}, Gewichte w; : E; - {0,1}
= {k,l} e Es nwi({k,1}) =0 gdw. 3g1 € A; : g1[k] = g1[!] = 2 und
(a) 11 €ind?(k,1) oder
(b) es gibt eine Spalte j # i und g2 € A; mit go[k] = go[l] =2
— {k, 1} e B; nwi({k,1}) =1 gdw. 3g1 € A; : g1[k] = g1[!] = 2 und
{01,10} € ind*(k, 1)
Lemma 4.1. Fine nxm Genotypmatriz A ldsst eine gerichtete perfekte Phylogenie zu genau
dann, wenn fir jedes Paar i,j € {1,...,m} gilt, dass {01,10,11} ¢ind*(i,5) und fir alle
ie{l,...,m} der Graph G; keinen Kreis mit ungeradem Gewicht enthdlt.



Beispiel:

Genotype Partial order =* on Assignment of
matrix A: the columns of A: genotypes to sets A;:

1234567 0 @ A;={2222000}

0001010 1220000
1220000 Az:{lzo{]g[}o}
2222000 (2) O, P

1200200 A

0002020 o o o A4:{0002020}
0002022 0002022

As=Ag=A7= 0

Resolution graphs of columns 1, 2 and 4 with edge weights:

Gll Gg: G4:

4.4 Reduktion von PPH auf BIPARTITION
e BIPARTITION: Menge aller bipartiten Graphen

e Kontruktives Vorgehen
— Genotypmatrix A —» A”: Reduktion von PPH auf DPPH nach [EHK02]
— konstruiere G: disjunkte Vereinigung aller Auflésungsgraphen von A’
— ersetze in G Kanten mit Gewicht 0 durch 2 Kanten und 16sche alle Kantengewichte
- G', ermittle ob G’ € BIPARTITION
e Korrektheit: A € PPH < A’ € DPPH < G enhilt keinen Kreis mit ungeradem Gewicht
< G’ enthilt keinen Kreis ungerader Linge < G’ ist bipartit

Mit BIPARTITION € L und PPH ist L-hart folgt
Theorem 1. PPH ist L-vollstindig.
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