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2.6 Vergleichsbasierte Sortierverfahren

Alle bisher betrachteten Sortierverfahren sind vergleichsbasiert,
d.h. sie greifen auf Schlissel k, &’ (auBer in Zuweisungen) nur in
Vergleichsoperationen der Form k < k' zu, verwenden aber nicht,
dass etwa k € Ny oder dass k € ¥*.
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2.6 Vergleichsbasierte Sortierverfahren

Alle bisher betrachteten Sortierverfahren sind vergleichsbasiert,
d.h. sie greifen auf Schlissel k, &’ (auBer in Zuweisungen) nur in
Vergleichsoperationen der Form k < k" zu, verwenden aber nicht,
dass etwa k € Ny oder dass k € ¥*.

Satz 174
Jedes vergleichsbasierte Sortierverfahren benétigt im worst-case
mindestens

nldn + O(n)

Vergleiche und hat damit Laufzeit Q(nlogn).
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Beweis:

Wir benutzen ein so genanntes Gegenspielerargument (engl.
adversary argument). Soll der Algorithmus n Schliissel sortieren,
legt der Gegenspieler den Wert eines jeden Schliissels immer erst
dann fest, wenn der Algorithmus das erste Mal auf ihn in einem
Vergleich zugreift. Er bestimmt den Wert des Schliissels so, dass
der Algorithmus mdglichst viele Vergleiche durchfiihren muss.
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Beweis:

Wir benutzen ein so genanntes Gegenspielerargument (engl.
adversary argument). Soll der Algorithmus n Schliissel sortieren,
legt der Gegenspieler den Wert eines jeden Schliissels immer erst
dann fest, wenn der Algorithmus das erste Mal auf ihn in einem
Vergleich zugreift. Er bestimmt den Wert des Schliissels so, dass
der Algorithmus mdglichst viele Vergleiche durchfiihren muss.

Am Anfang (vor der ersten Vergleichsoperation des Algorithmus)

sind alle n! Sortierungen der Schliissel moglich, da der Gegenspieler
jedem Schliissel noch einen beliebigen Wert zuweisen kann.
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Beweis:
Seien nun induktiv vor einer Vergleichsoperation A[i] < A[j] des
Algorithmus noch r Sortierungen der Schliissel méglich.
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Beweis:
Seien nun induktiv vor einer Vergleichsoperation A[i] < A[j] des
Algorithmus noch r Sortierungen der Schliissel méglich.

Falls der Gegenspieler die Werte der in A[i] bzw. A[j]
gespeicherten Schliissel bereits frither festgelegt hat, dndert sich
die Anzahl der moglichen Sortierungen durch den Vergleich nicht,
dieser ist redundant.
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Beweis:
Andernfalls kann der Gegenspieler einen oder beide Schliissel so

festlegen, dass immer noch mindestens r/2 Sortierungen méglich
sind (wir verwenden hier, dass die Schliissel stets paarweise

verschieden sind).
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Beweis:

Andernfalls kann der Gegenspieler einen oder beide Schliissel so
festlegen, dass immer noch mindestens r/2 Sortierungen méglich
sind (wir verwenden hier, dass die Schliissel stets paarweise
verschieden sind).

Nach k Vergleichen des Algorithmus sind also immer noch n/2F
Sortierungen moglich. Der Algorithmus muss jedoch Vergleiche
ausfiihren, bis nur noch eine Sortierung méglich ist (die dann die
Ausgabe des Sortieralgorithmus darstellt).
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Beweis:

Andernfalls kann der Gegenspieler einen oder beide Schliissel so
festlegen, dass immer noch mindestens r/2 Sortierungen méglich
sind (wir verwenden hier, dass die Schliissel stets paarweise
verschieden sind).

Nach k Vergleichen des Algorithmus sind also immer noch n/2F
Sortierungen moglich. Der Algorithmus muss jedoch Vergleiche
ausfiihren, bis nur noch eine Sortierung méglich ist (die dann die
Ausgabe des Sortieralgorithmus darstellt).

Damit
#Vergleiche > [1d(n!)] = nldn + O(n)

mit Hilfe der Stirlingschen Approximation fiir n!.
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2.7 Bucket-Sort

Bucket-Sort ist ein nicht-vergleichsbasiertes Sortierverfahren. Hier
kénnen z.B. n Schliissel aus

{0,1,...,B —1}¢

in Zeit O(d(n + B)) sortiert werden, indem sie zuerst gemaB dem
letzten Zeichen auf B Behilter verteilt werden, die so entstandene
Teilsortierung dann stabil gemaB dem vorletzten Zeichen auf B
Behilter verteilt wird, usw. bis zur ersten Position. Das letzte
Zeichen eines jeden Schliissels wird also als das niedrigwertigste
aufgefasst.
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2.7 Bucket-Sort

Bucket-Sort ist ein nicht-vergleichsbasiertes Sortierverfahren. Hier
kénnen z.B. n Schliissel aus

{0,1,...,B—1}¢

in Zeit O(d(n + B)) sortiert werden, indem sie zuerst gemaB dem
letzten Zeichen auf B Behilter verteilt werden, die so entstandene
Teilsortierung dann stabil gemaB dem vorletzten Zeichen auf B
Behilter verteilt wird, usw. bis zur ersten Position. Das letzte
Zeichen eines jeden Schliissels wird also als das niedrigwertigste
aufgefasst.

Bucket-Sort sortiert damit n Schliissel aus {0,1,..., B —1}% in
Zeit O(nd), also linear in der Lange der Eingabe (gemessen als
Anzahl der Zeichen).
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3. Suchverfahren

Es ist eine Menge von Datensatzen gegeben, wobei jeder
Datensatz D; durch einen eindeutigen Schliissel k; gekennzeichnet
ist. Der Zugriff zu den Datensatzen erfolgt per Zeiger iiber die
zugeordneten Schliissel, so dass wir uns nur mit der Verwaltung der
Schliissel beschaftigen.
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3. Suchverfahren

Es ist eine Menge von Datensatzen gegeben, wobei jeder
Datensatz D; durch einen eindeutigen Schliissel k; gekennzeichnet
ist. Der Zugriff zu den Datensatzen erfolgt per Zeiger iiber die
zugeordneten Schliissel, so dass wir uns nur mit der Verwaltung der
Schliissel beschaftigen.

I. A. ist die Menge der Datensitze dynamisch, d.h. es kénnen

Datensédtze neu hinzukommen oder geloscht werden, oder
Datensitze bzw. Schliissel kdnnen gedndert werden.
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Definition 175
Ein Worterbuch (engl. dictionary) ist eine Datenstruktur, die
folgende Operationen auf einer Menge von Schliisseln effizient
unterstitzt:
Q@ is_member(k): teste, ob der Schliissel k in der Schliisselmenge
enthalten ist;
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Definition 175
Ein Worterbuch (engl. dictionary) ist eine Datenstruktur, die
folgende Operationen auf einer Menge von Schliisseln effizient
unterstitzt:
© is_member(k): teste, ob der Schliissel k in der Schliisselmenge
enthalten ist;
@ insert(k): fiige den Schliissel k zur Schliisselmenge hinzu, falls
er noch nicht vorhanden ist;
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Definition 175
Ein Worterbuch (engl. dictionary) ist eine Datenstruktur, die
folgende Operationen auf einer Menge von Schliisseln effizient
unterstitzt:
@ is_-member(k): teste, ob der Schliissel k in der Schliisselmenge
enthalten ist;
@ insert(k): fiige den Schliissel k zur Schliisselmenge hinzu, falls
er noch nicht vorhanden ist;
© delete(k): entferne den Schliissel k aus der Schliisselmenge,
falls er dort vorhanden ist.
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Definition 175
Ein Worterbuch (engl. dictionary) ist eine Datenstruktur, die
folgende Operationen auf einer Menge von Schliisseln effizient
unterstiitzt:
@ is_member(k): teste, ob der Schliissel k in der Schliisselmenge
enthalten ist;
@ insert(k): fiige den Schliissel k zur Schliisselmenge hinzu, falls
er noch nicht vorhanden ist;
© delete(k): entferne den Schliissel k aus der Schliisselmenge,
falls er dort vorhanden ist.
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Es gibt zwei grundsatzlich verschiedene Ansadtze, um Woérterbiicher
zu implementieren:

@ Suchbiume
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Es gibt zwei grundsatzlich verschiedene Ansadtze, um Woérterbiicher
zu implementieren:

@ Suchbiume

@ Hashing (Streuspeicherverfahren)
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Es gibt zwei grundsatzlich verschiedene Ansatze, um Worterbiicher
zu implementieren:

@ Suchbidume
e Hashing (Streuspeicherverfahren)

Wir betrachten zuerst Suchbdume. Wir nehmen an, dass die
Schliissel aus einer total geordneten Menge, dem Universum U

stammen.
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Es gibt zwei grundsatzlich verschiedene Ansatze, um Worterbiicher
zu implementieren:

@ Suchbidume
e Hashing (Streuspeicherverfahren)

Wir betrachten zuerst Suchbdume. Wir nehmen an, dass die
Schliissel aus einer total geordneten Menge, dem Universum U
stammen.

Sind die Schliissel nur in den Blattern des Suchbaums gespeichert,
sprechen wir von einem externen Suchbaum, ansonsten von einem
internen Suchbaum (wo dann der Einfachheit halber Schliissel nur
in den internen Knoten gespeichert werden).
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3.1 Bindre/natiirliche Suchbdume
In bindren Suchbdumen gilt fiir alle Knoten z

o key(x) ist groBer als der groBte Schliissel im linken
Unterbaum von z;

@ key(x) ist kleiner als der kleinste Schliissel im rechten
Unterbaum von z.
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Die Worterbuch-Operationen werden wie folgt realisiert:

@ is_-member(k): beginnend an der Wurzel des Suchbaums, wird der
gesuchte Schliissel & mit dem am Knoten gespeicherten Schliissel &’
verglichen. Falls k < k' (k > k'), wird im linken (rechten)
Unterbaum fortgefahren (falls der Unterbaum leer ist, ist der
Schliissel nicht vorhanden), ansonsten ist der Schliissel gefunden.
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Die Worterbuch-Operationen werden wie folgt realisiert:

@ is_-member(k): beginnend an der Wurzel des Suchbaums, wird der
gesuchte Schliissel & mit dem am Knoten gespeicherten Schliissel &’
verglichen. Falls k < k' (k > k'), wird im linken (rechten)
Unterbaum fortgefahren (falls der Unterbaum leer ist, ist der
Schliissel nicht vorhanden), ansonsten ist der Schliissel gefunden.

@ insert(k): es wird zuerst gepriift, ob k bereits im Suchbaum
gespeichert ist; falls ja, ist die Operation beendet, falls nein, liefert
die Suche die Position (den leeren Unterbaum), wo k hinzugefiigt
wird.
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Die Worterbuch-Operationen werden wie folgt realisiert:

m

@ is_-member(k): beginnend an der Wurzel des Suchbaums, wird der

gesuchte Schliissel & mit dem am Knoten gespeicherten Schliissel &’
verglichen. Falls k < k' (k > k'), wird im linken (rechten)
Unterbaum fortgefahren (falls der Unterbaum leer ist, ist der
Schliissel nicht vorhanden), ansonsten ist der Schliissel gefunden.

insert(k): es wird zuerst gepriift, ob k bereits im Suchbaum
gespeichert ist; falls ja, ist die Operation beendet, falls nein, liefert
die Suche die Position (den leeren Unterbaum), wo k hinzugefiigt
wird.

delete(k): es wird zuerst gepriift, ob k im Suchbaum gespeichert ist;
falls nein, ist die Operation beendet, falls ja, sei x der Knoten, in
dem k gespeichert ist, und es sei 2’ der linkste Knoten im rechten
Unterbaum von x (2’ ist nicht unbedingt ein Blatt!); dann wird
key(z') im Knoten = gespeichert und 2’ durch seinen rechten
Unterbaum ersetzt (falls vorhanden) bzw. gelscht. Spezialfille, wie
z.B., dass 2’ nicht existiert, sind kanonisch zu behandeln.
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Beispiel 176
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Beispiel 176

Info IV
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3.1 Binire/natiirliche Suchbiume




Beispiel 177
Der Schliissel 10 (also die Wurzel) wird gel6scht:
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Beispiel 177
Der Schliissel 10 (also die Wurzel) wird gel6scht:

Info IV 3.1 Binire/natiirliche Suchbiume
m Ernst W. Mayr




Satz 178
In einem natiirlichen Suchbaum der Héhe h bendtigen die
Woérterbuch-Operationen jeweils Zeit O(h).

Info IV
m Ernst W. Mayr




Satz 178
In einem natiirlichen Suchbaum der Héhe h bendtigen die
Woérterbuch-Operationen jeweils Zeit O(h).

Beweis:
Folgt aus der obigen Konstruktion!
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Satz 178
In einem natiirlichen Suchbaum der Héhe h benétigen die
Woérterbuch-Operationen jeweils Zeit O(h).

Beweis:
Folgt aus der obigen Konstruktion!

Bemerkung:

Das Problem bei natiirlichen Suchbdumen ist, dass sie sehr
entartet sein konnen, z.B. bei n Schlisseln eine Tiefe von n — 1
haben. Dies ergibt sich z.B., wenn die Schliissel in aufsteigender
Reihenfolge eingefligt werden.
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3.2 AVL-Baume

AVL-B&dume sind interne bindre Suchbdume, bei denen fiir jeden
Knoten gilt, dass sich die Hohe seiner beiden Unterbdume um
hochstens 1 unterscheidet. AVL-B3aume sind nach ihren Erfindern
G. Adelson-Velskii und Y. Landis (1962) benannt.
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3.2 AVL-Baume

AVL-B&dume sind interne bindre Suchbdume, bei denen fiir jeden
Knoten gilt, dass sich die Hohe seiner beiden Unterbdume um
hochstens 1 unterscheidet. AVL-B3aume sind nach ihren Erfindern
G. Adelson-Velskii und Y. Landis (1962) benannt.

Satz 179

Ein AVL-Baum der Héhe h enthéilt mindestens Fy+3 — 1 und
héchstens 201 — 1 Knoten, wobei F,, die n-te Fibonacci-Zahl
(Fy = 0, F1 = 1) und die Héhe die maximale Anzahl von Kanten
auf einem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt ist.

Info IV 3.2 AVL-Baume
m Ernst W. Mayr



Beweis:
Die obere Schranke ist klar, da ein Binarbaum der Hohe A

hoéchstens .
Z of — ohtl _q
=0

Knoten enthalten kann.
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Beweis:
Induktionsanfang;:

@ ein AVL-Baum der H6he h = 0 enthalt mindestens einen
Knoten, 1 > F3—1=2—-1=1
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m

Beweis:
Induktionsanfang;:

@ ein AVL-Baum der H6he h = 0 enthalt mindestens einen
Knoten, 1 > F3—1=2—-1=1

@ ein AVL-Baum der Hohe h = 1 enthilt mindestens zwei
Knoten, 2> F;—1=3—-1=2
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Beweis:

Induktionsschluss: Ein AVL-Baum der Hohe h > 2 mit minimaler
Knotenzahl hat als Unterbdume der Wurzel einen AVL-Baum der
Hohe h — 1 und einen der Hohe h — 2, jeweils mit minimaler
Knotenzahl. Sei

fn := 14 minimale Knotenanzahl eines AVL-Baums der Hohe A .

Dann gilt demgemaB

fo=2 =F3

Ji=3 =F
fh—1=14+fr_1—-14+fro—1, also

In=fn-1+ fr2 = Fhys
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Korollar 180
Die Hohe eines AVL-Baums mit n Knoten ist ©(logn).
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Korollar 180
Die Héhe eines AVL-Baums mit n Knoten ist ©(logn).

Satz 181

In einem AVL-Baum mit n Schliisseln kann in Zeit O(logn)
festgestellt werden, ob sich ein gegebener Schliissel in der
Schliisselmenge befindet oder nicht.
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Korollar 180
Die Héhe eines AVL-Baums mit n Knoten ist ©(logn).

Satz 181

In einem AVL-Baum mit n Schliisseln kann in Zeit O(logn)
festgestellt werden, ob sich ein gegebener Schliissel in der
Schliisselmenge befindet oder nicht.

Beweis:
Klar! O
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