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1 Algorithmen fur maximale Flisse

1.1 Flisse

Ein Flussnetzwerks = (V, E) ist ein gerichteter Graph, in dem jede Kaftew) € E eineKapazitt
c(v,w) > 0 besitzt. (R alle Kanten(v,w) ¢ E nehmen wir an, dass ihre Kapai® ist. Dazu
gelbren alle Kanten der Forrfv, v).) Es gibt inG zwei ausgezeichnete Knoten, die Quellend die

Senket.
Ein (s, t)-Fluss(oder einfach nuFlusswenns undt klar sind) ist eine Funktiorf : £ — IR{, die

folgende Bedingungen eiit:
1. Flusserhaltungfur allev € V' \ {s,t} gilt > ey f(u,v) =X v f(v,w)
2. Kapazititseinhaltungfir allev, w € V gilt f(v,w) < ¢(v,w)

Der Flusswertvon f ist dann definiert als

|f|:Zf(va)_Zf(uvs)

veV ueV

Siehe Abb. 1iir einen legalen Fluss.
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Figure 1: Ein(s, t)-Fluss mit Wert 10. Jede Kante ist bezeichnet mit Fluss/Kagiazit



Es ist nicht hart zu zeigen, dagf| auch gleich denubersclissigen Fluss in die Senkeist.
Zunachst stellen wir dazu fest, dass

S OOFTURUED WUR%) IR 9 SWURUED 9p oy RS

veV \weV ueV veV weV veV ueV
= ZZf(an)_ZZf<u7U):O
veV weV ueV veV

ist, da beide Summen den Flu#ser alle Kanten aufsummieren. Auf der anderen Seite gilt aufgrund
des Flusserhaltungsprinzips, dass

> (Z fow) = Y f(uyu))

= (Z f(s,w)—Zf(u,s)>+<Z f(t,w)—Zf(%@)
. (z Fltw) - Y f(u,w)

ist. Daraus folgt, dass

|f|: Zf(u7t>_ Zf(t7w)

ueV weV

Fur einen gegebenen Flugsind eine Kante sagen wir, dasg Kantee saturiertwennf(e) = c(e)
ist und f Kantee meidetwenn f(e) = 0 ist.

1.2 Schnitte

Ein (s, t)-Schnitt(S, T") (oder einfach nuBchnittwenns undt¢ klar sind) ist eine Partition der Knoten
in zwei disjunkte Teilmenges und7 (d.h. SUT = V undS NT = §) mit der Eigenschaft, dass
s € Sundt € T. Die Kosteneines Schnitts ist die Summe der Kapatah der Kanten voR nachT™

(S, T) =" > clv,w)

veS weT

Ein minimaler Schnitt ist ein Schnitt mit minimalen Kosten. Ein Beispielschnitt ist in Abb. 2 gegeben.

Intuitiv sollte der minimale Schnitt die einfachste Art sein, jeglichen Flusssaacht zu un-
terbinden. In der Tat ist es nicht schwer zu zeigen, dass der Wert einesjedeRlusses durch die
Kosten eines jedefs, t)-Schnittes nach oben hin besahkt ist. Dazu betrachten wir einen beliebigen
Flussf und einen beliebigen Schnits, T"). Es gilt:

1fl = Y f(s,w) = f(u,s)  per Definition

= Y <Z flo,w) = > f(u,v)) aufgrund der Flusserhaltung
veS \weV ueV
- S[(S - % ) + (5 v - X )]



Figure 2: Ein(s, t)-Schnitt mit Kosten 15. Jede Kante ist bezeichnet mit ihrer Kagtazit

= ¥ (Z flo,w) = > f(u,v)) da sich Kanten irt' aufheben

veS \weT ueT

< D flv,w) daf(u,v) >0
veES weT

< Y clow) = [(S.T)
veES weT

1.3 Das Maxflow-Mincut Theorem

Im folgenden nehmen wir an, dagsein einfacher gerichteter Graph ist, d.lir fedes Knotenpaar
v,w € V ist hochstens eine der Kantén, w) und (w,v) in E. Das ist keine EinscBnkung, denn
fur den Fall, das$v, w) und (w,v) fur ein Paaw,w € V in E sind, kbnnen wir einen énstlichen
Knotenz einfuhren undw, v) ersetzen mitw, ) und (z, v) mit Kapazittenc(w, v) (siehe Abb. 3).
Wie leicht zutiberpiifen ist, wird dadurch nicht der maximale Fluss oder minimale Schningart.

0 -

Figure 3: Transformation zur Erzeugung eines einfach gerichteten Graphen.

Fur einen einfachen gerichteten Graph@rund einen Flusg definieren wir dieresiduale Ka-
pazitat einer Kantg(u, v) in G als

c(u,v) — f(u,v) falls(u,v) € FE
cr(u,v) =3 f(v,u) falls (v,u) € £
0 sonst

Da f(u,v) > 0und f(u,v) < c(u,v) fur alle Kanten(u, v), ist die residuale Kapazt immer gbl3er
gleich 0. Wir definieren daesiduale Netzwerk/; = (V, E) als den Graphen, der alle Kanten v)
enthalt mit ¢ (u, v) > 0. G istim Allgemeinen kein Teilgraph vo@'. Auch kann es passieren, dass
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fur ein Paam,v € V gilt ¢f(u,v) > 0 undcs(v,u) > 0. Ein augmentierender Pfad in G ist ein
einfacher Pfad (d.h. kein Knoten wird doppelt besucht), derstartet und int endet. Dieresiduale
Kapazitit eines augmentierenden Pfages (s = vy, vg, ..., vy = t) ist

cs(p) = min{ep(vi, v1) |4 € {1,..., 0= 1}}
Der folgende Satz ist von zentraler Bedeutuiagrhaximale Fluss Probleme:
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Figure 4: Ein Flusg und sein residuales Netzwerk.

Satz 1.1 (Maxflow-Mincut Theorem) Sei G ein Flussnetzwerk und ein Fluss, so sind folgende
Aussageraquivalent:

1. fist ein maximaler Fluss i/
2. Gy hat keinen augmentierenden Pfad

3. |f] =|(S,T)| fur einen SchnittS, T") in G

Beweis. Wir zeigen zuiéchst(1) = (2) (d.h. aus (1) folgt (2)), dan(2) = (3), und dann3) = (1).
Aus diesen drei Implikationen folgt der Satz.

(1) = (2): Wir zeigen statt dessen déguivalente Aussage(2) = —(1), d.h. wennG; einen
augmentierenden Pfad hat, dannfistein maximaler Fluss idz. Nehmen wir also aniir einen Fluss
f habeG/ einen augmentierenden Pfad= (v = s,v2,...,v, = t). Seiz = min; ¢(v;,v41). Da
alle Kanten inG; eine positive residuale Kapaaitbesitzen, giltz: > 0. Wir definieren den neuen
Flussf’: E — IRJ wie folgt fur alle Kanten(u, v):

f(u,v) + 2z falls (u,v) €p
[ (u,v) = { f(u,v) —x falls (v,u) € p

fu,v) sonst

Es ist einfach zu sehen, dagsdie Flusserhaltungsbedingung idhf, da p fiur jede eingehende
Kante in einen Knoten ¢ {s,t} auch eine ausgehende Kante haben muss. \¥sen noch zeigen,
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Figure 5: Ein augmentierender PfadGfy mit Wert 5 und der augmentierte Flugs

dassf’ auch die Kapazitsbedingungen éilit. Betrachte dazu eine beliebige Kaiite v) in G. Falls
(u,v) € p, dann giltf’(u,v) > f(u,v) > 0und

fu,v) = f(u,v)+x per Definition vonf’
< flu,v) + cp(u,v) per Definition vone
= f(u,v) + c(u,v) — f(u,v) per Definition vonc;

= c(u,v)

f(u,v) = V) — T per Definition vony’
) — cf(v,u) per Definition vonz
,0) — fu,v) per Definition vonc;

AV
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Also sind die Kapazétsbedingungen difit. Desweiteren gilt, dasy’| = | f| + = > | f]|, f kann also
kein maximaler Fluss sein.

(2) = (3): Angenommen, es gibt keinen augmentierenden Pfadsveacht in G;. SeiS die
Menge aller Knoten, die vosin G erreichbar sind, und setze = V' \ S. Die Partition(S,T) ist
offensichtlich ein(s, t)-Schnitt. Betrachte ein beliebiges Knotenp&arv) mit w € S undv € T.
Falls (u,v) € E, dann istcs(u,v) = c(u,v) — f(u,v) = 0 und damitf(u,v) = ¢(u,v), und falls
(v,u) € E, dannistcy(u,v) = f(v,u) = 0 und damitf(v,u) = 0. Mit anderen Worten, unser Fluss
f saturiert jede Kante vos nach7 in G und meidet jede Kante voh nachS in G. Folglich ist

[f1 =105, T)].

(3) = (1): Angenommen, es geltg| = |(S,T)| fur einen Flussf und einen Schnit{S, T") in
G. Dann kann es keinen Flug$ geben mit|f’| > |f|, da wir in Kapitel 1.2 gesehen haben, dass
|f'] < |(S,T)| fur jeden Flusg’ gelten muss. O

1.4 Ford-Fulkerson Algorithmus

Das Maxflow-Mincut Theorem kann man direkt in einen Algorithmus umsetzen, wie das schon Ford
und Fulkerson in den 50er Jahren getan haben: Angefangen mit einem leereli, uske wieder-
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holt einen augmentierenden Pfadn G, und figep zu f hinzu (wie fir f oben), bis es keinen
augmentierenden Pfad (& gibt.

Wenn jede Kantenkapaaiteine ndirliche Zahl ist, dann eiht jeder Augmentierungsschritt den
Wert des Flusses um mindestens 1. Der Algorithmais &ilso nach échsteng f*| Runden, wobei
f* ein maximaler Fluss ist. Jede Iteration b&gt | £'| Schritte, indem man auf ; eine Tiefen- oder
Breitensuche durchihrt, um einen augmentierenden Pfad zu finden. Im worst case hat der Ford-
Fulkerson Algorithmus also eine Laufzeit val{| f*| - | E]).

1.5 Probleme mitirrationalen Kapazitaten

Wenn wir alle Kapaziten mit der gleichen positiven Konstanten multiplizierenpatlsich der max-

imale Fluss um denselben Faktor. Daraus folgt, dass wenn alle Kantenkégrazdtional sind, der
Ford-Fulkerson Algorithmus in endlicher Zetlh Wenn wir allerdings irrationale Kapaaten haben,

kann der Algorithmus unendlich lange laufen dadurch, dass er in jeder Runde zunehmend kleinere aug-
mentierende Pfade findet. Schlimmer noch, diese unendliche Folge von Augmentierungen muss noct
nicht einmal gegen den maximalen Fluss konvergieren! Eines der einfachsten Begpigdiesén

Effekt ist von Uri Zwick gefunden worden.

Betrachte den Graphen in Abb. 6 mit sechs Knoten und neun Kanten. Sechs der Kanten haben eine
groRe ganzzahlige KapaaitX, zwei haben Kapazit 1, und eine hat Kapagit¢ = (v/5 — 1)/2 ~
0,618034, die so gewhlt ist, dasd — ¢ = ¢?. Um zu zeigen, dass der Ford-Fulkerson Algorithmus
hangen bleibt, betrachten wir die residualen Kagdeit der drei horizontalen Kanteratwend der
Algorithmus voranschreitet. (Die residualen Kapatah der anderen Kanten sind immer mindestens

X —3.)
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Figure 6: Uri Zwicks Beispiel.

Der Ford-Fulkerson Algorithmus startet mit dem augmentierenden Pfad in der oberen, grof3en
Abbildung des Graphen in Abb. 6. Die drei horizontalen Kanten haben danach residuale &apazit
1, 0 und¢. Angenommen, die horizontalen residualen Kagdeit seienp*~!, 0 und ¢* fur ein
ganzzahligeg.



1. Augmentiere entlangg, was¢* zum Fluss hinzuifgt. Die residualen Kapaziten sind nur*+1,
" und 0.

2. Augmentiere entlang’, was¢”* zum Fluss hinztifgt. Die residualen Kapaziten sind nup**!,
0 undg*”.

3. Augmentiere entland3, was¢**! zum Fluss hinzufgt. Die residualen Kapazten sind nun 0,
¢k+1 und ¢k+2_

4. Augmentiere entlangl, was¢**! zum Fluss hinzufgt. Die residualen Kapazten sind nun
¢k+1, 0 undqb’““.

D.h., nachdn + 1 Augmentierungen sind die residualen Kapatah$?*—2, 0 und¢?*~!. Wenn die
Anzahl der Augmentierungen gegen Unendlich strebt, konvergiert der Wert des Flusses gegen

1+22¢i=1+12¢=4+¢3<7
=1
obwohl der maximale Flusswe2tX + 1 ist.

Aufmerksame Studentendgen sich an diesem Punkt fragen, ob wir uer irrationale Ka-
pazitaten wirklich Sorgen machen sollten, da ein Computer ja nur rationale Zahlen darstellen kann.
Nichts desto trotz kann ein Computer sehr lange rationale Zahlen darstellen, so dass das Ergebni:
oben andeutet, dass der Ford-Fulkerson Algorithmus everseietlange brauchen kann um zu ter-
minieren. Im schlimmsten Falldante der Algorithmus durch Rundungsfehler sogar in eine Endloss-
chleife laufen!

1.6 Edmonds-Karp Algorithmen

Der Ford-Fulkerson Algorithmus legt nicht fest, welcher augmentierende Pfazhifemerden sollte,
wenn es mehr als einen gibt. 1972 haben Edmonds und Karp zviglicla Heuristiken analysiert,
um einen augmentierenden Pfad auszilen. Die erste ist im wesentlichen ein Greedy Algorithmus:

Heuristik 1: Wahle den augmentierenden Pfad mit deidgen Wert.

Es st relativ einfach zu zeigen, dass der augmentierende Pfad mit maximalem Q& |og |V'|)
Zeit mit Hilfe eines minimalen-Spannbaum-Algorithmus oder Dijkstrasz&ste-Wege-Algorithmus
berechnet werden kann. Lass einfach einen Spannlfawon s aus wachsen. Nimm jedesmal die
Kante maximaler Kapaz#t, dieT" verlasst, undiige sie zul" hinzu, bisT einen Weg vors nacht
besitzt (oder keine weitere Kante existiert).

Wir analysieren nun Heuristik 1 in Aldmgigkeit zum Wert des maximalen Flusgés Sei f ein
beliebiger Fluss id7 und seif’ ein maximaler Fluss im aktuellen residualen Grapign(Am Anfang
des Algorithmus giltz; = G und damit|f’| = |f*|.) Seie eine Engpasskante (d.h. die Kante mit
kleinster Kapazit) im rachsten augmentierenden Pfad. $Sdie Menge der Knoten, die vorentlang
Kanten mit Kapazit gioRer als:(e) erreichbar sind, und s&i = V' \ S. Nach der Konstruktion ist’
nicht leer, und jede Kante vonnach7' hat eine Kapazitt von fochstens:(e). Folglich ist der Wert
des Schnitte§S, T') hochstensg:(e) - |E|. Auf der anderen Seite giltS, 7')| > | f|, woraus folgt, dass
c(e) > |fI/1E] ist,




Daraus ergibt sich, dass die Augmentierung yamm einen augmentierenden Pfad mit maximalem
Wert in Gy den maximalen Flusswert i@, um den Faktor mindesteris— 1/|E| erniedrigt. Mit
anderen Worten, der residuale Fluss vermindert sich exponentiell mit der Anzahl der Iterationen. Nach
|E| - In|f*| Durchlaufen ist der maximale Flusswert@y hochstens

£71- (L= BT < | =

(e ist hier die Eulersche Konstante.) Falls alle Kap#eih ganzzahlig sind, dann ist der maximale
Flusswert im residualen Netzwerk nadh| - In | f*| Iterationen gleich 0 und damjt ein maximaler
Fluss. Wir folgern daraus, dasdrfGraphen mit ganzzahligen Kap&##n Heuristik 1 eine Laufzeit
vonO(|E|* log | E|log | f*|) hat.

Die zweite Edmonds-Karp Heuristik wurde auch von Ford und Fulkerson in ihrem Originalpaper
vorgeschlagen und zuerst vom russischen Mathematiker Dinic im Jahre 1970 analysiert. Edmonds
und Karp vebdffentlichten ihr Resultat unaBingig von Dinic’s Resultat im Jahre 1972, und da deren
Resultat eine wesentlich @Bere Verbreitung erfuhr, nennt fast jeder diese Heuristik Edmonds-Karp
Algorithmus.

Heuristik 2: Wahle den augmentierenden Pfad mit der kleinsten Anzahl an Kanten.

Der kiirzeste augmentierende Pfad kanifi£'|) Zeit durch Breitensuche gefunden werden. In-
teressanterweise baétigt diese Heuristik nur eine polynomielle Anzahl an Iterationen, uaabiy
von den Kantenkapazten.

Der Beweis der oberen Schranke beruht auf zwei Beobachtuirgsardie Entwicklung des resid-
ualen Graphen. Sé&¥F; das residuale Netzwerk na¢iAugmentierungsschritten, d.ltz, = G. Fur
einen Knoterv seidist;(v) die Distanz zwischer undv (d.h. die Lange einesrzesten gerichteten
Weges vorns nachw) in G;. Falls es keinen Weg voninachv gibt, definieren wirdist;(v) = co. Das
folgende Lemma zeigt, dass jeder Knoten mit Distanznie mehr wieder vors aus erreichbar sein
wird.

Lemma 1.2 Fur jeden Knotern mit dist;(v) = oo gilt auchdis; 1 (v) = oc.

Beweis. Betrachte einen beliebigen Knotere V mit dist;(u) = co. SeiU die Menge aller Knoten,
die einen Weg zu haben. Dann gilt auctuf alle Knotenu’ € U, dassiist;(u’) = co. Angenommen,
dist;+1(u) # oo. Dann muss in Rundéeein augmentierender Pfad aus@ét worden sein, der durch
einen Knoten inJ fuhrt. In diesem Fall muss es aber einen Weg vau einem Knoten i/ in G;
gegeben haben, was zum Widerspruitrt. O

Als nachstes zeigen wir, dass die Distaniéer die Zeit nur wachseroknen.
Lemma 1.3 Fur jeden Knoten € V gilt dist;1(v) > dist;(v).

Beweis. Das Lemma ist trivial fir v = s, dadist;(s) = 0 fur allei. Fur die anderen Knoten
beweisen wir das Lemma per Induktigber die Distanz eines Knotens zuWahle einen beliebigen
Knotenv # s, und seip = (s,...,u,v) ein kirzester Weg vos nachv in G;,;. (Falls es keinen

solchen Weg gibt, dann sind wir gé&fd Lemma 1.2 fertig.) Da dieser eiiirlzester Weg ist, haben wir
dist;1(v) = dist;1(u) + 1, und die Induktionsbehauptung impliziert, dasst; | (u) > dist;(u) ist.
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Wir betrachten nun zweidle. Falls(u, v) auch eine Kante ifiy; ist, dann istlist;(v) < dist;(u)+
1. Auf der anderen Seite, falla:, v) keine Kante inG; ist, dann musgv,u) eine Kante imiten
augmentierenden Pfad sein. Also muyssu) auf einem Kirzesten Weg vor nacht in G; liegen,
woraus folgt, dasdist;(v) = dist;(u) — 1 < dist;(u) + 1 ist. In beiden Rllen gilt also

distit1(v) = disti1(u) + 1 > dist;(u) + 1 > dist;(v)
g

Jedesmal, wenn wir den Fluss augmentieren, dann verschwindet die Engpasskante im augmen
tierenden Pfad vom residualen Netzwerk und eine andere Kante in der Umkehrung des augmentieren:
den Pfades mag (wieder) erscheinen. Unsere zweite Beobachtung ist, dass eine Kante nicht zu of
erscheinen und wieder verschwinden kann.

Lemma 1.4 Wahrend der Abarbeitung der Heuristik 2 kann jede Kafitev) hochstengV’|/2 mal
vom residualen Graphen verschwinden.

Beweis. Angenommen,u,v) ist in zwei residualen Graphefi; und G, aber nicht in jedem
der GrapherG,.4, ..., G, dazwischen. Dann muss, v) im iten augmentierenden Pfad liegen, also
dist;(v) = dist;(u) + 1 sein, und(v, u) muss imjten augmentierenden Pfad liegen, alser;(v) =
dist;(u) — 1 sein. Aus dem vorherigen Lemma folgt

distj(u) = dist;(v) + 1 > dist;(v) + 1 = dist;(u) + 2

Mit anderen Worten, die Distanz zwischemund « erhbht sich um mindestens 2 zwischen dem Er-
scheinen und Verschwinden vom, v). Da jeder Dist entweder kleiner dlg| oder unendlich ist, kann
die Anzahl der Durcléufe, in denerfu, v) verschwindet, ichstensgV'| /2 sein. O

Jetzt ldnnen wir eine obere Schrankérfdie Anzahl der Iterationen herleiten. Da jede Kante
hochstengl/| /2 oft verschwinden kann, gibt es insgesarathstensE| - |V'|/2 Ereignisse, in denen
eine Kante verschwindet. Aber mindestens eine Kante verschwindet in jeder Iteration, so dass der
Algorithmus nach bchstensE| - |V |/2 Iterationen halten muss. Daraus ergibt sich eine Laufzeit von
o(V|- EP).

1.7 Goldbergs Algorithmus

Bisher haben wir nur Algorithmen betrachtet, die alfdsen aufbauen. Jetzt werden wir einen Algo-
rithmus vorstellen, der sogenanntéfitisse benutzt. EiRraflussist eine Funktionf : £ — IR}, die
die folgenden Bedingungen étk:

e Praflussbedingundgtirallev € V\{s} gilt >, f(u,v) > > ,cv f(v,w), d.h. der eingehende
Fluss ist mindestens so grol3 wie der ausgehende Fluss

e Kapazititseinhaltungfir allev, w € V gilt f(v,w) < ¢(v, w)

Der Uberschus®ines Knotens ist definiert alse;(v) = Y,y f(u,v) — Y per f(v,w). Ein Knoten
v # t heil3taktiv, fallse,(v) > 0.

Der Algorithmus weist jedem KnotemeineHoheh(v) zu. Die Hbhenfunktion idegal, falls fur
alle Kanten(v, w) im residualen Netzwerks; gilt h(v) < h(w) + 1. Eine Kante(v, w) € E; heil3t
zulassig fallsi(v) > h(w). Zusammen mit der vorigen Bedingung folgt daraus, déss= h(w)+1.
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Lemma 1.5 Die zuBssigen Kanten formen einen gerichteten azyklischen Graphen (oder DAG).

Beweis. Angenommen, es gebe einen Kréis, v, ..., vy, v1) Uber zubissige Kanten. Dann muss
gelten, das&(vy) > h(vy) > ... > h(v,) > h(vy) ist, ein Widerspruch. 0

Wir stellen jetzt die grundlegenden Operationen dégléss-Algorithmus vor.

1. Push(u, v):
d := min{es(u), cs(u,v)}
fu,v) == f(u,v) + 6
ef(u) :==ep(u) — 46
er(v) :==ep(v) +0

2. Lift( w):

h(w) ;= min{h(v) + 1| (u,v) € Ef}
Der generische Rflussalgorithmus arbeitet wie folgt:

foreachu € V' \ {s} doh(u) := 0; e;(u) := 0
for each(u,v) € E do f(u,v) :=0; f(v,u) :=
h(s) :=|V|

for each(s,u) € E do
f(s,u) = c(s,u); ef(u) == c(s,u)
while (es gibt aktiven Knoten) do
if (es gibt zuhssige Kantéu, v))
then Pushy, v)
else Lift(u)

Zunachst beweisen wir die Korrektheit des Algorithmus, und dann berechnen wir die worst case
Laufzeit. Wir nehmen im folgenden an, dass- |V'| undm = |E]| ist.

Lemma 1.6 Zu jedem Zeitpunkt des Algorithmus gi{{s) < 0 und r alle Knoterw € V'\ {s}, dass
er(v) > 0.

Beweis. Wir zeigen das Lemma durch volistdige Induktioniiber die Anzahl der ausgéirten Push-

und Lift-Operationen. Am Anfang ist das Lemma offensichtlich wahr. Wir nehmen also an, es ist wahr.
Dann erlilt jede Flussvémderung in der Push-Operation aufgrund der Wahlddie Eigenschatft,
dassef(v) > 0 furallev € V' \ {s}. Es gilt also

> (Z fluv) = - f(v,w)> >0

veV\{s} \ueV weV

Desweitern wissen wir aus Kapitel 1.1, dagsjede Funktionf gilt
> (X fwo) - ¥ flow) =0
veV \ueV weV

Daraus folgt, dass;(s) = > ey f(u,s) — X ey f(s,w) < 0 sein muss. 0
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Lemma 1.7 Jeder Lift¢:) Aufruf ertélt die Legaliit der Hohenfunktion und et A(u) um min-
destens 1.

Beweis. Eine Lift-Operation wird nur danrif einen Knoten, durchgeiihrt, wenn es keine zassige
Kante (u,v) gibt und damith(u) < h(v) fur alle (u,v) € E; ist. Da die neue Bhe h'(u) =
min{h(v) + 1| (u,v) € E} ist, folgt, dass'(u) > h(u) undh’(u) < h(v) + 1 fur alle (u,v) € E;
ist. Wir erhalten also das Lemma. ad

Lemma 1.8 (Superoptimalitit) Fur einen legalen Raflussf und eine legale Ehenfunktiorm: gibt
es keinen augmentierenden Pfadip.

Beweis. Angenommen, esape einen augmentierenden Pfad= vy, vs,...,v, = t) in G;. Da die
Hohen der Knoten mit der Zeit nur anwachsdémien (siehe Lemma 1.7), giifs) > n, und dat
niemals aktiv sein kann, gili(¢) = 0. Daraus folgt, dass

n<h(s)<h(vy)+1<h(vs)+2<...<h(t)+¢—-1=0—-1<n-1
da der augmentierende Pfad einfach ist und soithktens: Knoten enthalten kann. Wir haben also
einen Widerspruch. O

Lemma 1.9 (Optimalitat) Wenn es keinen aktiven Knotentn gibt, dann ist der Pafluss ein maxi-
maler Fluss.

Beweis. Wenn es keinen Knoten € V' \ {s,t} gibt mit e;(v) > 0, dann gilt tir alle Knoten
u e V\ {s,t} nach Lemma 1.6, dass(u) = 0. Der Pi&fluss ist also ein Fluss. Die Maximdiitdes
Flusses folgt aus Lemma 1.8 und dem Maxflow-Mincut-Theorem. O

D.h. wenn der Algorithmus terminiert (es gibt keinen aktiven Knoten mehr), dann liefert er einen
maximalen Fluss. Wir filssen noch zeigen, dass der Algorithmus terminiert.

Lemma 1.10 Fir jeden aktiven Knoten gibt es einen Pfad ig-; vonu nachs.

Beweis. SeiU die Menge der Knoten, die i@y von v erreichbar sind. Falls ¢ U ist, dann haben
alle Knoten inU wegen Lemma 1.6 einen nichtnegativgherschuss. Der Fluss i hinein muss 0
sein, denn gbe es eine Kante, w) € Emitv ¢ U undw € U und f(v,w) > 0, dann ware auch
cr(w,v) = f(v,w) > 0. Also gilt

0 = Z Zf(v,w)

veV\U welU

> > Y fww) =3 > flv,w)
veV\U welU velU weV\U

= Z Zf(vvw)_z Z f(v,w)%—ZZf(v,w)—ZZf(v,w)
veV\U welU velU weV\U vel welU velU welU

- (S s - X )
velU \weV weV

= ¥ (X - X o) et
veU\{u} \weV weV

> 0

Wir haben also einen Widerspruch, und somit mussU sein. ad
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Lemma 1.11 Fir jeden aktiven Knoten € V' gilt h(v) < 2n — 1.

Beweis. Da s aufgrund Lemma 1.6 und per Definition nie aktiv sein &nen, gilt zu jeder Zeit
h(s) = nundh(t) = 0. Betrachte also einen beliebigen aktiven Knotere V' \ {s,t}. Nach
Lemma 1.10 isk von u erreichbar inGy. Seip = (u = vy, vs,...,v, = s) ein einfacher Pfad von
nachs. Wir wissen, dasé(s) = n. Desweiteren gilti(v;) < h(v;11) + 1 furallei € {1,...,¢ —1}.
Daraus folgt, dass(u) < n + ¢ < 2n — 1, da der Weg nicht enthalten kann und sondit< n — 1 ist.
0

Lemma 1.12 (Komplexitt von Lift) Die Gesamtzahl aller Lift-Operationen ig#(n?) und deren
Zeitkomplext istO(n - m).

Beweis. Aufgrund von Lemma 1.7 und Lemma 1.1&rkhen ldchsten®2n — 1 Lift-Operationen auf
jeden Knoten angewandt werdedber alle Knoten gesehen wird die List-Operation daliatistens
O(n?*)-mal angewandt.

Die Kosten einetLi ft(v)-Operation sind gleich dem ausgehenden GradwanG/, da wir fur
jedeswv alle seine adjazenten Knotéherpiifen nilssen. Die Gesamtkosten der List-Operation sind
also nach oben hin besémkt durch

> (2n—1) - deg(v) = O(n - m)

veV

wobeideg(v) den Grad von Knoten angibt. 0
Eine Push-Operation heissittigend falls 6 = ¢;(u, v) ist, und sonst nichégtigend.

Lemma 1.13 (Komplexitat von Push) Die Gesamtzahl allerégtigenden Push-Operationen 3{n -
m).

Beweis. Nach einem &ttigenden Push aufu, v) kdnnen wir nicht nochmal Fluss vom nachv
schieben, sofern nicht vorher eine Push-Operation duf «) durchgelihrt hat. Dah(u) = h(v) + 1
bei Push(, v) undh(v) = h(u) + 1 bei Push(, u) gelten muss und die &hen der Knoten monoton
steigen, muss sich also dighe vonu fur einen nochmaligerastigenden Push entlarig, v) um min-
destens 2 eiht habenUber (u, v) kann es somitchsteng2n — 1) /2 sattigende Push-Operationen
geben, woraus eine Gesamtzahl vof - m) sattigenden Push-Operationen folgt. ad

Lemma 1.14 Die Gesamtzahl aller nichéstigenden Push-Operationen §{(n?m).

Beweis. Wir verwenden die Potentialfunktioh = " ;.ivc vev 2(v). Am Anfang ist® = 0, da alle
Hohen aktiver Knoten gleich 0 sind. Es gibt nun drei Typen von Operatione®, degandern.

1. Nichtsattigender Push: Findet ein nichtigender Push entlang der Kalitew) statt, dann wird
Knotenwv deaktiviert und somit um h(v) vermindert. Auf der anderen Seite kann Knoten
nun aktiv werden, wa® um h(w) erhbhen kann. Da abér(v) = h(w) + 1 gilt, wird & immer
um mindestens 1 erniedrigt.

12



2. Sattigender Push: Eirastigender Push entlarig, w) kann® um hdchsten@n — 1 erhbhen, da
im schlimmsten Falb aktiv bleibt undw aktiv wird und die Hbhen der Knoten durchn — 1
begrenzt sind. Da die Gesamtzattggender Push-Operationen duch Lemma 1.13Huf m)
begrenzt ist, knnen &ttigende Push-Operationéninsgesamt um échstens) (n?m) erhbhen.

3. Lift-Operation: Jede List-Operation éht ® um 1. Da es nach Lemma 1.12 nQfn?) viele
Lift-Operationen geben kannpknen Lift-Operatione® insgesamt umchstens) (n?) erhdhen.

Insgesamt kann alsb duch @ttigende Push-Operationen und Lift-Operationen oohistens) (n?m)

erhoht werden, und jeder nichéligende Push erniedrigtum mindestens 1. D& immer gio3er gle-

ich 0 sein muss, ist somit die Anzahl der niciitigenden Push-Operationen @ufn?m) beschankt.
0

Da eine Push-Operation nur konstante Zeitdieg, ergibt sich aus den Lemmas oben eine Gesamt-
laufzeit vonO(n? - m). Durch eine verbesserte Auswahl der Push- und Lift-Operationen kann man
diese Laufzeit noch verbessern:

1. FIFO: Ein Knoten, der aktiv wird, wird an den Beginn der Liste aller aktiven Knoten gesetzt.
Aktive Knoten werden vom Anfang der Liste genommen. Laufa@it:?).

2. Highest-label-first: Nimm immer den aktiven Knoten mit déchsten khe. Laufzeit:O(,/m -
n?).

1.8 Goldbergs Algorithmus mit Highest-Label-First

Wir zeigen hier lediglich eine Laufzeit vo®(n?). Dazu geiigt es zu zeigen, dass die Anzahl
nichtsattigender Push-Operationeadhstens)(n?) ist. Da wir O(n?) Ausfilhrungen von Lift-Opera-
tionen haben, kann man die Anzahl niciitggender Push-Operationen dadurch eirgscken, dass
man zeigt, dass zwischen zwei aufeinanderfolgenden Lift-Operatididrstens eine nictdtigende
Push-Operationiir jeden Knoten erfolgen kann. Betrachten wir also den Zeitpunkt nach einer be-
liebigen Lift-Operation. Wir wissen aus Lemma 1.5, dass di@sgigen Kanten einen DAG formen.
Uberschuss kann nur entlang dieser Kanten abflieBen. Iblolemg ist dann zu zeigen, dass dadurch
mit der Highest-Label-First jeder Knoterdthstens einen nictiéttigenden Push durchziehen kann,
bevor eine weiter Lift-Operation notwendig ist.

1.9 Flisse mit minimalen Kosten

Bisher haben wir angenommen, dass die Kanten keine Kosten haben. Hier nehmen wir an, die Koster
der Kanten werden bestimmt durch eine Funktion £ — IR". Dann wirden wir gerne einen
maximalen Flusg mit minimalen Kosten finden, wobei die Kosten vpmefiniert sind als

w(f) =>_w(e)- fle)

eckE

Wie aber findet man so einen Fluss? Zahst definieren wir die Kosten eines augmentierenden Pfades

p als
w(p) = Z w(u,v) — Z w(v, u)

(u,v)€p:(uw)EE (u,v)€p:(v,u)EE

13



Einaugmentierender Kreigbeziglich f ist ein augmentierender Pfad, dessen erster und letzer Knoten
identisch (und nicht notwendigerweis@dert) ist, d.h. ir p = (v, v, ..., vy) gilt

e pist ein einfacher Pfad bis auf = v,
o (v;,v;41) € Foder(viy1,v;) € Efurallei e {1,...,¢—1}
° <UZ',’UZ‘+1> € Ef four alle: e {1, e 7€ — 1}

Residuale Kapazit und Kostertibertragen sich sinngeiss auf augmentierende Kreise. Zu beachten
ist, dass die Augmentierung entlang eines Kreises keine Flussverletzung oder Flusaweemerg
herbeifihrt, sondern nur die Kosten des Flussesmdert.

Lemma 1.15 Zu jedem augmentierenden Krei®eziglich eines Flusseg gibt es einen Flusg’ mit

/'] = [flundw(f’) = w(f) + w(p) - c¢(p).

Beweis. Wir definierenf’ analog zu Satz 1.1. Dann folgt aus den Argumenten in Satz 1.1 fHass
legaler Fluss ist. Ferner giltif das Gewicht vory’:

w(f) = wH)+ > @) wwv)— > @) wlvu)

(u,v)€p:(u,v)EE (u,v)ep:(v,u)EE

= w(f) +wlp)-c(p)

O

Fur den folgenden Satz nehmen wir ohne Beankung der Allgemeinheit an, dass das gegebene
Flussnetzwerkz ein einfacher gerichteter Graph ist.

Satz 1.16 Ein Fluss f hat minimale Kosten unter allen #sen mit Flusswettf| genau dann, wenn
es keinen augmentierenden Kreigin gibt mit negativen Kosten.

Beweis. =: Folgt aus Lemma 1.15 mittels Kontraposition.

«: (Kontraposition) Sef ein Fluss der keine minimalen Kosten besitzt. gein Fluss mit minimalen
Kosten undg| = |f|. Betrachte das residuale Netzwe¥k ; = (V, E,_;) mit E,_; = E; ;UE_
wobei

Eylf ::{(uav)| g(u’v):> f(uav)} und Eglf ::{(U7u)’ g(u7v)‘< f(u7v)}

Seien die Kantenkapaaien definiert als,_;(e) = |g(e) — f(e)|. Dann gilt fur alle Knotenv € V
aufgrund der Tatsache, dagsind f legale Flisse sind undlf| = |g|:

0 = > (9(u,0) = f(w,0) = > (9(v,w) = f(u,w))

ueV weV
= Z (g(uvv) —f(U,U)>+ Z (g(u,v) —f(U,U)) -
ueV:g(u,w)>f(u,v) ueV:g(u,v)< f(u,v)
> (9(v,w) = f(v,w)) — > (9(v,w) = f(v, w))
weV:ig(v,w)>f(v,w) weV:ig(v,w)< f(v,w)
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= Z |g(u,v) — f(U,U)| - Z |g(u,v) - f(u7v)| o

ueV:g(u,w)> f(u,v) ueV:ig(u,v)< f(u,v)
Z |g(v,w)—f(v,w)|—|— Z ]g(v,w)—f(v,w)]
weV:g(v,w)> f(v,w) weV:g(v,w)< f(v,w)
= > cg—f(u,v) — > cg—r(v,u) —
weV:g(u,w)>f(u,v) w€V:g(u,w)<f(u,v)
> cy—r(v,w) + > co—f(w,v)
weV:g(v,w)> f(v,w) weV:g(v,w)< f(v,w)
= Z Cg*f(ua U) - Z C<Uv w)
ueV weV

Fur alle Knoten ist also die Summer der eingehenden Kagiaritgleich der Summer der ausgehenden
Kapazititen. Sei nunt,,, = min{c, ¢(u,v) | (u,v) € E,_;}. Wenn wir bei einem beliebigen
Knotenv € V starten, dann gibt es immer eine Kartew) mit c,_ (v, w) > cmin, UNd jeder noch

nicht vorher besuchte Knoten muss aufgrund der Kagtsathaltung auch wieder verlassen werden
konnen. Da die Anzahl der Knoten dur(dh| beschankt, ist daher ein augmentierender Kreigip ;
konstruierbar. Entfernt man diesen, ist die Kagsirhaltung nach wie vor éift. G, kann also

in eine Menge augmentierender Kreise zerlegt werden. Wendet man diese Krefsaraido erhlt

mang. Daw(g) < w(f) ist, muss also mindestens einer dieser Kreise negative Kosten haben, was den
Beweis beendet. O

Falls die Kantenkapa#ten und Kantenkosten ganzzahlig und durch eine Konsfabeschankt
sind, kbnnen wir mit den Erkenntnissen oben einen Polynomialzeitalgorithmus zur Berechung des
maximalen Flusses mit minimalen Kosten duigiren:

e \erwende Ford-Fulkerson zur Berechnun eines maximalen Flusses. Laufg€it:n - m).

e Suche nach augmentierenden Kreisen mit negativen Kost@h bis keine solche Kreise mehr
zu finden sind. Ein negativer augmentierender Kreis kann mittels Bellman-Foxhinn) Zeit
gefunden werden. Jeder solche augmentierende Kreis hat eine ganzzahliged gyi}er O
und ganzzahlige Kosten kleiner 0. D.h. die Kosten des maximalen Flusses verringern sich um
mindestens 1ifr jeden augmentierenden Kreis mit negativen Kosten. Die Gesamtladireit f
diesen Teil ist als®(C - n* - m).

Fortgeschrittenere Technikedhnen einen maximalen Fluss mit minimalen Kosten auch in Polynomi-
alzeit fur beliebige Kapazitten und Kosten berechnen. Wir werdeatsp nochmal darauf ziickkom-
men, wenn wir lineare Programme behandeln.
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