
Praktikum Algorithmen-Entwurf (Teil 10) 12.01.2009 1

1 Berechnung kantendisjunkter Spannb̈aume

Gegeben sei ein ungerichteter GraphG = (V, E). Wir wollen die KantenmengeE in zwei
kantendisjunkte Spannbäume zerlegen. O.B.d.A. besteht die KantenmengeE aus genügend
vielen Kanten (d.h. es gibt auch zwei disjunkten Spannbäume). Das hier vorgestellte Verfahren
funktioniert aber auch für eine beliebige Kantenmenge unddarüberhinaus für beliebig viele
disjunkte Spannbäume.

Wir nennen eine TeilmengeF der KantenmengeE unabḧangig, falls F in 2 Wälder par-
titioniert werden kann. Anderenfalls nennen wirF abḧangig. Damit definieren wir

I := {F | F ist unabhängige Teilmenge vonE} .

Dann istM = (E, I) ein Matroid und wir können den Greedy-Algorithmus anwenden, um
2 disjunkte Spannbäume zu finden.

Algorithmus 1 : Berechnung einer maximalen unabhängigen Menge inG = (V, E)

begin1

F := ∅2

foreach e ∈ E do3

if F ∪ {e} ist unabḧangig then4

F := F ∪ {e}5

return F6

end7

Besteht der GraphG = (V, E) aus mindestens zwei disjunkten Spannbäumen, dann fin-
det der Algorithmus 1 eine KantenmengeF , die sich in zwei disjunkte Spannbäume zerlegen
lässt. Es sind nun zwei Probleme zu lösen. Die erste Schwierigkeit ist es, die Unabhängig-
keit von F ∪ {e} zu testen. Weiterhin sind wir natürlich an einer Partitionvon F in zwei
Spannbäume interessiert. Letzteres Problem lösen wir, indem wir uns immer eine Partition
vonF in 2 kantendisjunkte Wälder (F1 undF2) merken und diese in jedem Schritt aktualisie-
ren. Den Test auf Unabhängigkeit lösen wir, indem wir versuchen, eine sogenannteaugmen-
tierende Sequenzzu berechnen.

Zunächst einige Definitionen:

• SeiF ein beliebiger Wald unde = {v, w} eine Kante, so dass sichv undw im selben
BaumTF vonF befinden. Wir bezeichnen mitC(F, e) den eindeutigen Pfad vonv nach
w in TF .

• Es seienF1 undF2 zwei kantendisjunkte Wälder unde0, eℓ ∈ E. EineTauschsequenz
vone0 nacheℓ ist eine Kantenfolgee0, e1, . . . , eℓ, so dassei+1 ∈ C(F(i mod 2)+1, ei) für
alle i ∈ [0, . . . , ℓ − 1] gilt.

• Eine Tauschsequenz heißtaugmentierend, falls e0 in keinem WaldF1, F2 vorkommt,
die Endknoten voneℓ in zwei verschiedenen Bäumen vonF(ℓ mod 2)+1 liegen und die
Tauschfolge minimale Länge hat, d.h. es gibt keine zwei Kanten ei und ej , so dass
j > i + 1 undej ∈ C(F(i mod 2)+1, ei) gilt.
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Geben sei eine beliebige Partition vonF in zwei kantendisjunkte WälderF1 und F2.
Weiterhin sei eine augmentierende Sequenz vone0 nacheℓ gegeben. Wir fügen nune0 wie
folgt zu F (bzw. F1 und F2) hinzu: für i ∈ [0, . . . , ℓ − 1] ersetzen wirF(i mod 2)+1 durch
(F(i mod 2)+1 \ {ei+1}) ∪ {ei}. Außerdem ersetzen wirF(ℓ mod 2)+1 durchF(ℓ mod 2)+1 ∪ {eℓ}.

Satz 1 ([1]) Nach einer Augmentierung sindF1 undF2 zwei kantendisjunkte Ẅalder.

Das Ziel ist also, eine augmentierende Sequenz (falls vorhanden) bezüglich einer Kantee0

zu berechnen. Dies erfolgt ähnlich einer Breitensuche undist im Algorithmus 2 dargestellt.

Algorithmus 2 : Labeling-Algorithmus(F = F1∪̇F2, e0)

begin1

label[e]=null für allee ∈ E2

initialisiere leere QueueQ3

Q.insert(e0)4

while !Q.isEmptydo5

e = (v,w) := Q.first6

i :=Index des Baumes zu deme gehört (= 0 falls e = e0)7

if v undw liegen im selben Baum bzgl.F(i mod 2)+1 then8

Label jede ungelabelte Kantee′ vonC(F(i mod 2)+1, e) mit
”
e“ und fügee′ in Q ein9

else10

STOP, augmentierende Tauschsequenz gefunden11

end12

Falls der Algorithmus eine augmentierende Tauschsequenz entdeckt, können wir diese
an Hand der Labels zurückverfolgen undF wie oben beschrieben augmentieren. Falls der
Algorithmus mit einer leeren Queue stoppt, dann istF ∪ {e0} abhängig.

Satz 2 ([1]) Terminiert der Labeling-Algorithmus mit einer leeren Queue, dann istF ∪ {e0}
abḧangig.

Wir können die Suche nach einer augmentierenden Tauschsequenz etwas beschleunigen.
Angenommen, der Labeling-Algorithmus für eine Kantee0 terminiert mit einer leeren Queue.
SeiS die Menge aller Knoten, die mit einer gelabelten Kante inzident sind. Es gilt nun (siehe
Beweis von Satz 2 in [1]), dass es einen BaumT1 in F1 und einen BaumT2 in F2 gibt, der
S aufspannt. Wir können also diese Menge

”
kontrahieren“, da jede weitere Kantee0, die

zwei Knoten ausS verbindet, nicht zuF hinzugefügt werden kann (F ∪ e0 ist dann immer
abhängig). Eine MengeS, die in beiden WäldernF1 und F2 aufgespannt ist, nennen wir
Klumpen. Wir können damit unseren Algorithmus verbessern, indem wir zunächst testen, ob
beide Knoten der Kante zu einem

”
Klumpen“ gehören. Wir initialisieren den Algorithmus

zunächst mitn Klumpen. Sobald wir feststellen, dass zwei Knoten zumv und w in einem
gemeinsamen Klumpen liegen, vereinigen wir die beiden entsprechenden Klumpen.

Damit finden wir bei jeder Ausführung des Labeling-Algorithmus entweder eine augmen-
tierende Tauschsequenz oder wir können zwei Klumpen zu einem vereinigen (wodurch sich
die Anzahl der Klumpen um eins verringert). Der Labeling Algorithmus wird somit höchstens
2(n − 1) + n − 1 = O(n) mal ausgeführt.
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Details zur Implementierung

Für die Implementierung der Wälder und der Klumpen verwenden wir Union-Find-
Datenstrukturen (node partition). Bevor wir den Labeling-Algorithmus für eine Kan-
te e0 = {v, w} ausführen, überprüfen wir, obv und w im selben Klumpen liegen. Falls ja,
können wir die Kantee0 sofort verwerfen. Anderenfalls führen wir den Labeling-Algorithmus
aus. Findet dieser keine augmentierende Tauschsequenz für e0, dann vereinigen wir die Klum-
pen vonv undw. Bezüglich der Union-Find-Datenstruktur für die Klumpen führen wir also
höchstens2m find-Operationen undn − 1 union-Operation aus. Ebenso legen wir für beide
WälderF1 undF2 eine Union-Find-Datenstruktur an.

Für jede Kantee speichern wir den Index des Waldes zu deme gehört (fallse bisher zu
keinem Wald gehört, setzen wirindex[e] := 0). Außerdem besitzt jede Kante ein Label, das
vom Labeling-Algorithmus verwendet wird.

Der Labeling-Algorithmus initialisiert zunächst alle Labels der Kanten (label[e] := null)
und fügt die Kantee0 = {v, w} in die Queue ein. Für jeden Wald berechnen wir den zugehöri-
gen Baum, derv enthält und Wurzeln diesen anv. Dazu legen wir ein Arrayp1[v] und ein
Array p2[v] an. Wir setzenp[v] := v undp[u] := null, falls u nicht im entsprechenden Baum
ist. Dadurch können wir für jeden Knotenu einen Pfad zuv berechnen (falls vorhanden).

Labeling-Schritt. Falls die Queue leer ist, terminiert der Labeling-Algorithmus. Dann ist
F ∪ {e0 = {v, w}} abhängig. Anderenfalls entfernen wir die erste Kantee = {v1, v2} aus der
Queue und betrachten den WaldFi mit i = (index[e] mod 2) + 1.

Initialisierung. Fallsv1 undv2 im entsprechenden Wald in verschiedenen Bäumen liegen,
haben wir eine augmentierende Tauschsequenz gefunden. Anderenfalls setzen wiru := v2,
falls v1 = v oderlabel[{v1, pi[v1]}] 6= null gilt. Sonst seiu := v1. Außerdem initialieren
wir einen leeren (Kanten-)Stack.

Finden der ungelabelten Kanten. Wir legen nun die Kante{u, pi[u]} auf den Stack und
setzenu := pi[u] bisu = v oderlabel[{u, pi[u]}] 6= null gilt.

Labeln der Kanten. Solange der Stack nicht leer ist, nehmen wir eine Kantee′ vom Stack,
setzenlabel[e′] := e und fügene′ zur Queue hinzu.

Findet der Labeling-Algorithmus eine augmentierende Tauschsequenz, dann augmentie-
ren wir wie oben beschrieben. Die Laufzeit des Labeling-Algorithmus istO(n). Insgesamt
wird dieserO(n) mal ausgeführt, d.h. die Gesamtlaufzeit istO(n2).
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