3. Prozesse mit kontinuierlicher Zeit

3.1 Einfiihrung
Wir betrachten nun Markov-Ketten (X(t))teRa"

Wie beim Ubergang von der geometrischen zur Exponentialverteilung kénnen wir uns
auch hier einen Grenzprozess vorstellen.

Wie dort folgt, dass die Aufenthaltsdauer im Zustand 0 gemessen in Schritten der
diskreten Markov-Kette geometrisch verteilt ist und im Grenzwert n — oo in eine
kontinuierliche Zufallsvariable iibergeht, die exponentialverteilt mit Parameter A ist.
Den Parameter \ bezeichnen wir auch als Ubergangsrate.
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Abbildung: Markov-Kette mit kontinuierlicher Zeit
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Definition 153

Eine unendliche “Folge” von Zufallsvariablen X (t) (¢ € R}) mit Wertemenge S
nennen wir (diskrete) Markov-Kette mit kontinuierlicher Zeit, wenn gilt:

@ S ist diskret, d.h. wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass S C Nj.

@ Die Zufallsvariablen erfiillen die Markovbedingung:

Fiir alle n € Ny und beliebige Zeitpunkte 0 <ty <t; < ... < t, <t und
Zustande s, sg, ..., s, € S gilt

Pr(X(t) =s| X(tn) = sn
Pr[X(t) =s

s, X(to) = so] =
X(t) = sn.

Eine Markov-Kette heiBt zeithomogen, wenn fiir alle Zustdnde i, € S und fiir alle

u,t € ]Rar gilt:
Pr{X(t+u) = j | X(t) = i] = Pr[X(u) = j | X(0) =]

DWT

3.1 Einfiihrung
@©Ernst W. Mayr

(13)




Die Markov-Bedingung (13) besagt anschaulich Folgendes: Wenn wir den Zustand des
Systems zu einer Reihe von Zeitpunkten ¢y < t; < ... < t,, kennen, so ist fiir das
Verhalten nach dem Zeitpunkt ¢, nur der Zustand zur Zeit t,, maBgebend. Anders
formuliert heiBt dies: Wenn wir den Zustand des Systems zur Zeit t,, kennen, so
besitzen wir bereits die gesamte relevante Information, um Wahrscheinlichkeiten fiir
das zukiinftige Verhalten zu berechnen. Die , Geschichte” des Systems, d.h. der
~Weg", auf dem der Zustand zur Zeit t,, erreicht wurde, spielt dabei keine Rolle. Eine
Markov-Kette mit kontinuierlicher Zeit ist also ebenso wie eine Markov-Kette mit
diskreter Zeit gedachtnislos.

Wie schon bei diskreten Markov-Ketten werden wir uns auch bei Markov-Ketten mit
kontinuierlicher Zeit auf zeithomogene Markov-Ketten beschrinken und diese
Eigenschaft im Folgenden stillschweigend voraussetzen.
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Gedachtnislosigkeit der Aufenthaltsdauer
Sei Y die Aufenthaltsdauer in einem bestimmten Zustand, in dem sich die

Markov-Kette zur Zeit ¢t = 0 befindet. Es gilt:

PrlY >¢] = Pr[X(¢)=0firalle 0 <t <t|X(0)=0]

= Pr[X(t'+u)=0firalle0 <t <t|X(u)=0]

= PrlX(t'+u)=0firalle0<t <t|X(t")=0f a.0<t" <]
= Pr[X(t)=0firalle0<t <t+u|X(t")=0fa 0<t' <]
= PrlY >t+u|Y >u.

Die Aufenthaltsdauer Y erfiillt also die Bedingung der Gedachtnislosigkeit und muss

daher nach Satz 105 exponentialverteilt sein.
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Bestimmung der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

Wie zuvor bei Markov-Ketten mit diskreter Zeit interessieren wir uns auch bei
kontinuierlichen Markov-Ketten fiir die Wahrscheinlichkeit, mit der sich das System zur
Zeit t in einem bestimmten Zustand befindet. Dazu gehen wir von einer Startverteilung
q(0) mit ¢;(0) := Pr[X(0) = 1] fiir alle i € S aus und definieren die
Aufenthaltswahrscheinlichkeit ¢;(¢) im Zustand ¢ zum Zeitpunkt ¢ durch

a:(t) = Pr[X (1) = .

Zur Bestimmung dieser Wahrscheinlichkeiten verwenden wir zum einen die soeben
gezeigte Tatsache, dass die Aufenthaltsdauer in jedem Zustand i exponentialverteilt
sein muss.

Weiter bezeichnen wir mit v;; die Ubergangsrate vom Zustand i in den Zustand j,
sowie v; ==Y

jes Vij-
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Wir betrachten nun ein kleines Zeitintervall d ¢. Dann ergibt sich die Anderung der
Aufenthaltswahrscheinlichkeit in diesem Zeitintervall als Summe aller ,,zuflieBenden”
abziiglich aller ,,abflieBenden® Wahrscheinlichkeiten. Fiir alle Zustdnde ¢ € S gilt

dag(t Z q;(t) - vji— qi(t)v; ) - dt. (14)

R 'and \—v—’ ——
Anderung Zufluss Abfluss
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Das Lésen des Differentialgleichungssystems (14) ist meist sehr aufwéndig. Wir werden
es im Folgenden durch Betrachtung des Grenzwertes fiir t — oo zu gewdhnlichen
linearen Gleichungen vereinfachen.

Definition 154

Zustand j ist von ¢ aus erreichbar, wenn es ein ¢ > 0 gibt mit
Pr(X(t)=j|X(0)=1¢>0.

Eine Markov-Kette, in der je zwei Zustdnde ¢ und j untereinander erreichbar sind, heiBt
irreduzibel.
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Satz 155

Fiir irreduzible kontinuierliche Markov-Ketten existieren die Grenzwerte

™ = lim ¢;(t)

—00

fiir alle i € S, und ihre Werte sind unabhingig vom Startzustand.
Ohne Beweis.
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Wenn fiir t — oo Konvergenz erfolgt, so gilt

lim dg;i(t)
t—oo dt

=0,

da sich ¢;(t) fiir gentigend groBe t ,,so gut wie nicht mehr" dndert. Diese Gleichung
setzen wir in die Differentialgleichungen (14) ein und erhalten

0= E 7Tj1/ji — TV;
J

fir alle i € S.
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Dieses Gleichungssystem hat immer die triviale Lésung 7; = 0 fiir alle ¢ € S. Wir
suchen jedoch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, und 7 muss deshalb zusatzlich die
Normierungsbedingung >, ¢ m; = 1 erfiillen. Bei Markov-Ketten mit endlicher
Zustandsmenge S fiihrt dieses Verfahren immer zum Ziel. Wenn S jedoch unendlich
ist, gibt es Félle, in denen m; = my = ... = 0 die einzige Losung darstellt und wir somit
keine giiltige Wahrscheinlichkeitsverteilung erhalten.
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3.2 Warteschlangen

Fiir ein System mit m Servern und einer gemeinsamen Warteschlange hat sich die
Bezeichnung X/Y/m~-Warteschlange eingebiirgert. Dabei ersetzt man X und Y durch
Buchstaben, die jeweils fiir eine bestimmte Verteilung stehen. Beispielsweise bezeichnet
,D" eine feste Dauer (von engl. deterministic), ,M" die Exponentialverteilung (das M
kommt von memoryless, dem englischen Wort fiir gedachtnislos) und ,,G" eine
beliebige Verteilung (von engl. general). X gibt die Verteilung der Zeit zwischen zwei
ankommenden Jobs an, wihrend Y fiir die Verteilung der eigentlichen Bearbeitungszeit
eines Jobs auf dem Server steht (ohne Wartezeit).
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3.2.1 M/M/1-Warteschlangen

A A A A
cloSolBoll
I 1 1 I

Abbildung: Modellierung einer M/M/1-Warteschlange
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Diese Markov-Kette ist irreduzibel, und im Gleichgewichtszustand gelten die
Gleichungen

0 = AMp_q+ pmgyr1 — (A4 p)mp fir alle £ > 1
= T — )\7'('().

Wir definieren die Verkehrsdichte p := % und erhalten:

k
g = PTk—1 = ... = P TQ.
Damit:
1=§ 7ri=7r()'§ pt=mg- = m=1—p.

- ; 1—-p

=0 =0
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Dabei haben wir angenommen, dass p < 1 ist. Fiir p > 1 konvergiert das System nicht.
Da in diesem Fall A > p gilt, kommen die Jobs schneller an, als sie abgearbeitet
werden konnen. Intuitiv folgt daraus, dass die Warteschlange immer groBer wird.

Fiir p < 1 erhalten wir als Endergebnis

e = (1 — p)p" fiir alle k € No.
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Aus diesem Resultat kénnen wir einige interessante Schlussfolgerungen ziehen.
Zunichst betrachten wir die Zufallsvariable

N := Anzahl der Jobs im System (wartend + in Bearbeitung).

Fiir N gilt (die Berechnung von E[N] und Var[N] erfolgt mit den schon bei der
geometrischen Verteilung in Abschnitt 3 verwendeten Summenformeln)

]E[N]:Zkﬂ'k:% und Var[N]:ﬁ
k>0 P P
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Abbildung 4 zeigt E[N] als Funktion von p. Man erkennt, wie das System fiir p — 1

divergiert.

YL S S S N ol
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0
P

Abbildung: Mittlere Anzahl der Jobs in einer M/M/1-Warteschlange
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Fiir eine weitergehende Analyse der Leistung des Systems definieren wir fiir den i-ten
Job (beziiglich der Reihenfolge, mit der die Jobs im System ankommen):

R; := Antwortzeit (Gesamtverweildauer im System).

Der Wert von R; hingt natiirlich vom Zustand des Systems zur Ankunftszeit des Jobs
ab. Betrachten wir das System jedoch im Gleichgewichtszustand, so kdnnen wir den
Index i auch weglassen und einfach von der Antwortzeit R sprechen.

Bei der Berechnung von R hilft uns der folgende Satz.

Theorem 156
(Formel von Little) Fiir Warteschlangen-Systeme mit mittlerer Ankunftsrate A, bei
denen die Erwartungswerte E[N] und E[R] existieren, gilt

E[N] = - E[R].

Hierbei werden keine weiteren Annahmen (iiber die Verteilung der Ankunfts- und
Bearbeitungszeiten getroffen.
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Beweis:
[(Skizze)|Wir beobachten das System iiber einen (langen) Zeitraum (siehe

Abbildung 5). In einer Zeitspanne der Lange ¢ seien n(ty) Anforderungen eingetroffen.

N (t) gibt die Anzahl der Jobs an, die sich zum Zeitpunkt ¢ im System befinden. Nun

betrachten wir die beiden GréBen
n(to) to
R; und N(t)dt.
i=1 0

Beide GroBen messen , ungefahr* die in Abbildung 5 grau gefirbte Flache.
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Abbildung: Graphik zum Beweis des Satzes von Little
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Beweis (Forts.):

Die rechte GroBe misst sogar genau diese Fliche, bei der Summe wird hingegen bei
den Jobs, die zur Zeit tg noch im System sind, die gesamte Aufenthaltsdauer gezihlt,
statt nur der Anteil bis zum Zeitpunkt ¢g. Fiir groBe tq ist der Unterschied dieser
beiden GroéBen aber vernachladssigbar. Fiihrt man daher den Grenziibergang ty — oo
durch und normiert beide GréBen mit 1/n(tp), erhdlt man

n(to 1 to
lim R, = lim — N(t)dt
to—oo n to ZZ top—o0 n(to) 0 ( )
t 1 [t
= lim —— .= N(t)dt.
tp—o0 n(to) to Jo
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Beweis (Forts.):

Mit (i)
_ 1 [to
N t() N(t) dt
Pt ~ 0 Jo
und A(t) := gto) erhalten wir daraus wegen
A = lim Atp) = lim n(tg)’
to—o0 to—ro0 to
I R
— 1 to
EIN] = lim N(to) = lim - [ N(t)dt
00— 00 0—>00 0.Jo
sofort die Behauptung. Ol
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Bei der Berechnung von E[R] haben wir verwendet, dass sich fiir lange
Beobachtungszeitrdume die relative Haufigkeit immer mehr dem Erwartungswert
anndhert. Man vergleiche dies mit dem Gesetz der groBen Zahlen, Satz 63. Bei den
Zufallsvariablen R; ist allerdings die Unabhangigkeit nicht gesichert und ein formal
korrekter Beweis von E[R] = limy, o R(tp) wiirde deshalb aufwindiger.

E[N] = limy, 00 N(to) gilt aufgrund hnlicher Uberlegungen.

Die obige Argumentation ist zweifellos ein wenig informell, sie sollte jedoch ausreichen,
um die Hintergriinde des Satzes zu verdeutlichen.
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Mit Satz 156 ist die Berechnung von E[R] fiir die Markov-Kette aus Abbildung 3 kein
Problem mehr. Aus (15) folgt

B[R = =55 = 5 (16)

Manchmal sieht man statt R auch die leicht abgewandelte GroBe
W .= (reine) Wartezeit.

Wegen der Linearitat des Erwartungswerts ist die Berechnung von E[W] fiir
M/M/1-Warteschlangen kein Problem:

1 P
EW|=ER]—— = ————. 17
W] =ER) - = P (17)
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