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1. Termine, Fragen, Anregungen?

Termin der letzten Zentraliibung im WS 13/14:

29. Januar 2014

Aktuelle Fragen, Anregungen?
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2. Thema: Zirkulares Rechnen

Ganze Zahlen a,b € Z nennt man
kongruent modulo m, mit m € N, i. Z.
a=b (modm),

falls sich @ und b um ein ganzzahliges Vielfaches von m
unterscheiden, d. h.,

falls es ein k € 7Z gibt, so dass gilt
a=b+km.

Man schreibt auch a =, b fir a =b (mod m).
=,, ist eine Aquivalenzrelation iiber Z,
ja sogar eine ,,Kongruenzrelation “.
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Davon abgeleitet ist die Definition der
Operation mod : Z x N — Z:

b=amodm <= a=b (modm)und0<b<m.

Fiir jedes m ist mod m eine unadre Operation iiber Z.

amod m heiBt Rest der natiirlichen Division von a durch m.
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2.1 Rechengesetze modulo m

Zeigen Sie fiir alle a,b € Z und m € N:

a = amodm (mod m), (1)
(a+b)modm = [(amodm)+ (bmodm)lmodm, (2)
(a-b)modm = [(amodm) - (bmodm)] modm. (3)
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@ Zu beweisen ist: a = amodm (mod m)

Losung:
Die Kongruenz modulo m ist definiert durch
x=y (modm) <= (FkeZ)|z=y+km].
Nach Definition von (a modm) gilt fiir ein bestimmtes k € Z
amodm=a+km, dh a=amodm+k -m,

mithin
a=amodm (modm).
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© Zu beweisen ist:
(a + b)modm = [(amodm) 4+ (bmod m)] modm .
Losung:
Wir setzen linke Seite bzw. rechte Seite der Gleichung

z = (a+0b)modm,

= [(amodm) + (bmodm)| modm .

und zeigen x = y.
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Es gilt 0 < z,y < m und

x a+b+ky-m,

y = (amodm)+ (bmodm)+ky-m,
(amodm) = a+kys-m,
(bmodm) = b+ky-m

fiir gewisse kg, ky, k2, ky € Z und es folgt

y = a+ks-m+b+ky-m+ky-m
= v—ky-m+ky-m+ky-m+ky-m
= o+ (ko +ky +ky—Fkg)-m
= x+k-m.

Wegen 0 < z,y < m folgt z = v.
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Analog verlduft der Beweis der Gleichung 3:

(a-b)modm = [(amodm) - (bmodm)| modm.
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2.2 Ganzzahlige Division

In enger Beziehung zur mod-Operation steht die
ganzzahlige Division a divm zweier Zahlen a € Z, m € N.

Es gilt
a = (adivm)-m + (amod m).

Berechnen Sie:

() 5divd, (i) (=5 divd, (i) (—z)div 1.
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(i) 5 div 4
Seien a = 5 und m = 4.

Dann gilt

(5divd)-4 = 5— (5mod4) = 5—-1 = 4.

Es folgt 5divd = 1.
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(i) (=5H) div 4:
Seien a = —5 und m = 4.
Dann gilt
((=5)div4) -4 = —5—((—5)mod4)
= (-5—((— 5+8)mod4))
= (-5-3) =

Es folgt (—5)divd = —2.
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(iii) (—=z) div 1:

Seien a = —x und m = 1.
Dann gilt
((wx)divl)-1 = —z— ((—z)modl) = —z—-0 = —x.

Es folgt (—z)divl = —z.
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3. Zdhlen der Elemente von Mengen

3.1 Zahlen von Relationen und Mengen
Sei M ={1,2,...,m}. Wir betrachten die Menge aller Relationen
RC M x M.

@ Wie viele Relationen iiber M gibt es?

Losung:

Die Anzahl anzg; (M) der Relationen iiber M ist gleich der
Anzahl der Teilmengen von M x M.

Wegen |M x M| =m? gilt

2

aanel(M) = |P(M X M)l =2"M .
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@ Wie viele Relationen iiber M mit k € Ny Elementen gibt es?

Losung:

Die Frage ist,
wie viele Teilmengen mit k& Elementen besitzt M x M,
d. h., welchen Wert besitzt [{R € P(M x M) ; |R| =k}|?

Nach Vorlesung besitzt jede Menge mit m Elementen genau

() = o

k-elementige Teilmengen.

Damit gilt fiir & < m? (und auch fiir k& > m?)

trepaean 1= = (7).
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© Wie viele reflexive Relationen {iber M gibt es?

Losung:

Zur Konstruktion einer reflexiven Relation liber M entfernt man
zunichst aus M x M alle m Paare (z,x) der Identitét Idyy,

nimmt dann eine Teilmenge der Restmenge und
fiigt anschlieBend alle Paare der Identitdt wieder hinzu.

Man beachte, dass das abschlieBende Hinzufligen der ldentitat eine
injektive Operation darstellt.

Entsprechend erhilt man die
Anzahl anz,. g der reflexiven Relationen iiber M wie folgt.

2

anzrefRel(M) =|P((M x M)\ Idy)|=2""".
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Q Sei A eine n-elementige Menge und
es sei B eine m-elementige Teilmenge von A.

Wie viele Teilmengen C' von A gibt es, die B enthalten, fiir
den Fall n =5 und m = 27

Geben Sie eine Formel fiir den allgemeinen Fall n,m € N an
und begriinden Sie diese Formel.
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Losung:

Sei B C A.
Seien A" := A\ Bund [B,A] :={C CA; BCCC A}

Dannist f : [B,A] — P(A4) mit f(C)=C\B
eine bijektive Abbildung von [B, A] auf P(A’).

Es gilt wegen |A'| =n—m

P(A)] =2

Fiir n =5 und m = 2 ergibt sich |P(4’)] =23 = 8.
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3.2 Z&hlen von Abbildungen
Sei M = {0,1,2}.

@ Listen Sie alle Aquivalenzrelationen iiber M auf!
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Losung:

Aquivalenzrelationen sind durch
die Menge ihrer zugeordneten Aquivalenzklassen bestimmt.

Uber der Grundmenge M mit 3 Elementen gibt es
Aquivalenzrelationen mit 3 Klassen,
mit 2 Klassen und

mit einer einzigen Klasse.

Die Menge der zugeordneten Klassen bildet eine Partition P der
Grundmenge M.
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Aquivalenzrelationen mit
1 Klasse: P, ={{0,1,2}}.

Aquivalenzrelationen mit

2 Klassen: Py ={{0},{1,2}}.
Pyo = {{1},{0,2}}.
P2,3 = {{2}7 {1a 0}}

Aquivalenzrelationen mit
3 Klassen: Psq = {{1},{2},{0}}.
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@ Wie viele Partitionen gibt es iiber M?
Losung:

Die Partitionen entsprechen eineindeutig den Aquivalenzrelationen.

Also gibt es 5 Partitionen liber M.
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© Gibt es eine Aquivalenzrelation iiber der leeren Menge?
Losung:
Falls M =0,

dann ist R = () eine Aquivalenzrelation iiber M.

Aus () x () = () folgt,
dass () die einzige Relation iiber () ist.

Die Menge der Klassen dieser Relation R ist leer.
Damit entspricht die leere Menge von Klassen in diesem Fall einer
(einzigen) Partition von M.
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@ Wie viele surjektive Abbildungen f von M auf M’ = {1,2}
gibt es?

Losung:

Damit f surjektiv ist, muss {k1, k2} mit ky := f~%(1) und
ko := f~1(2) eine 2-elementige Partition iiber M bilden.
Also kommen nur

die Partitionen P51, Poo und P 3 fiir {k1,k2} in Frage.

Fiir die Zuordnung der Urbildklassen k1, ko zu den Klassen der
Partitionen P; ; gibt es nun stets 2 Moglichkeiten.

Deshalb erhalten wir insgesamt 6 surjektive Abbildungen.
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© Wie viele injektive Operationen f: M — M gibt es?
Losung:

Eine injektive Operation iiber einer endlichen Menge M ist
gleichzeitig surjektiv und damit bijektiv.

Fiir die Abbildung von 0 gibt es 3 Moglichkeiten.

Fiir jede dieser Moglichkeiten gibt es dann 2 Moglichkeiten der
Abbildung des Elementes 1.

Damit erhalten wir 2 - 3 = 6 injektive Operationen liber M.
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@ Geben Sie alle Variationen von M an!

Die Begriffe k-Variation und k-Permutation sind synonym.
Losung:

Eine k-Variation (k-Permutation) einer Menge A wurde als
Sequenz q1, qa, - .., qr der Lange k von paarweise verschiedenen
Elementen ¢; aus A definiert.

Eine k-Variation mit & = |A| wird Permutation von A genannt.

Wir ordnen jeder Variation g1, qo, ..., qx liber einer endlichen
Menge A in eineindeutiger Weise eine bijektive Abbildung
f:[1,k] = A wie folgt zu

f(i):%'-
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Fall k£ = 3 (Permutationen):
Wir erhalten die folgenden 6 Abbildungen f1, fo, ..., f6.

1 2 3
A0 1 2
f210 21
f3|1 0 2
fal1 20
f512 01
fel2 10
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Fall £ = 2:
Wir erhalten die folgenden 6 Abbildungen 71,79, ...,76.

—_
\)

1
72
T3
T4
"5
T'6

NN R =R OO
O N O N =
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Fall £ = 1:

Wir erhalten die folgenden 3 Abbildungen s, s2, s3. (gespiegelte
Liste).
\ S1 S2 83
1]0 1 2

Fall £ = 0:

Wir erhalten die leere Sequenz bzw. leere Abbildung als einzige
Variation der Lange O.
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3.3 Zihlen von Waortern

@ Ein Dominostein besteht aus zwei Quadraten. In jedem
Quadrat sei eine Zahl zwischen 1 und 7 durch Punkte
dargestellt.

Wie viele verschiedene Dominosteine dieser Art gibt es?
Losung:

Die Punktezahlen auf den beiden Quadraten eines Dominosteines
bilden eine 2-elementige Multiteilmenge der Menge [7] € N.

Nach Formel fiir die Anzahl anzy; M (2,7) von 2-elementigen
Multiteilmengen einer 7-elementigen Menge gilt

anzyras(2,7) = (7;31 1) = <2> = <§> =28.
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@ Bestimmen Sie die Anzahl aller Worter, die sich aus den
Buchstaben des Wortes

MINIMALISIERUNG

bilden lassen.

Dabei darf und muss jedes Vorkommen eines Buchstaben des
o.g. Wortes genau einmal verwendet werden.
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Losung:

Das gegebene Wort hat 15 Buchstabenvorkommen mit den
folgenden Vielfachheiten:

A-1,E-1,G-1,1-4,L-1,M-2 N-2,R-1,S-1,U-1
Wiirden alle Buchstabenvorkommen zu verschiedenen Buchstaben
gehdren (d. h. unterscheidbar sein), dann gibe es 15! verschiedene
Worter.

Allerdings sind jeweils 4! - 2! - 2! der Woérter gleich, weil sie sich nur
durch Vertauschung gleicher Buchstabenvorkommen zu |, M bzw.
N ergeben.

Damit ergibt sich die Anzahl der verschiedenen Worter mit

15!
412121

= 13621608000 .
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Frohe Weihnachten!
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