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O rg a n iS ato r i SC h eS Technische Universitat Miinchen m

m Mail: tutor@zfix.org
m Web: theo.zfix.org
m Hg: tutor.zfix.org

m Wann?

m Dienstag 10:15-11:45 00.08.038

m Dienstag 12:10-13:45 00.08.038
m Hausaufgaben

m Abgabe am Montag 14h, a!_lein

m Rickgabe in der richtigen Ubung

m Notenbonus fiir 40% der Punkte, 40% in der zweiten Halfte
m Klausur

m Endterm: Mi 31.07. 11.30-14h
m Wiederholung: Do 26.09. 11-13.30h


mailto:tutor@zfix.org
theo.zfix.org
tutor.zfix.org
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WaS iSt T h eOi n f ? Technische Universitat Miinchen m

Aus der VL

m Automatentheorie
m Rechner mit endlichem oder kellerartigem Speicher

m Grammatiken
m Syntax von Programmiersprachen

m Berechenbarkeitstheorie
m Untersuchung der Grenzen, was Rechner prinzipiell kbnnen

m Komplexitatstheorie

m Untersuchung der Grenzen, was Rechner mit begrenzten
Ressourcen kénnen
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/ \Ip h abet Technische Universitat Miinchen m

Definition

m Ein Alphabet X ist eine endliche Menge.
m Ein Wort Uber X ist eine endliche Folge von Zeichen.
m Eine Teilmenge L C ¥* ist eine formale Sprache

Definition (Operationen auf Sprachen)

mAB={uv|uecAAnveB}
A ={wy.. Wy |w.. w,€ A}, A'={e}
] A*:UneNOA”



D F} \ Technische Universitat Miinchen m

Definition (Deterministischer endlicher Automat)

Ein DFA ist ein Tupel M = (Q, %, 4, o, F) aus einer/einem
m endlichen Menge von Zustanden Q
m endlichen Eingabealphabet X
m totalen Ubergangsfunktion § : Q x £ — Q
m Startzustand g € Q
m Menge von Endzustédnden F C Q
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D F/ \ Technische Universitat Miinchen m

Definition (Deterministischer endlicher Automat)

Ein DFA ist ein Tupel M = (Q, ¥, 6, qo, F) aus einer/einem
m endlichen Menge von Zustanden Q
m endlichen Eingabealphabet X
m totalen Ubergangsfunktion § : Q x £ — Q
m Startzustand g € Q
m Menge von Endzustanden F C Q

0 1

1 0
@@
1 0
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N F} \ Technische Universitat Miinchen m

Definition (Nicht-Deterministischer endlicher Automat)
Ein NFA ist ein Tupel N = (Q, X, 4, qo, F) mit

m Q,%,qy, F wie ein DFA

m Ubergangsfunktion § : Q x ¥ — P(Q)
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N F/ \ Technische Universitat Miinchen m

Definition (Nicht-Deterministischer endlicher Automat)

Ein NFA ist ein Tupel N = (Q, X, 4, qo, F) mit
m Q,%,qy, F wie ein DFA
m Ubergangsfunktion § : Q x ¥ — P(Q)

0,1

(——@)
b



6_ N F} \ Technische Universitat Miinchen m

Definition (NFA mit e-Ubergangen)

Ein e-NFA ist ein Tupel N = (Q, %, §, qo, F) mit
m Q X, q, F wie ein DFA
m Ubergangsfunktion § : Q x (Z U {e}) — P(Q)
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€- N F} \ Technische Universitat Miinchen m

Definition (NFA mit e-Ubergéngen)
Ein e-NFA ist ein Tupel N = (Q, %, §, qo, F) mit
m Q X, qo, F wie ein DFA
m Ubergangsfunktion § : Q x (Z U {e}) — P(Q)

0,1
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R eg u | é re Au Sd r[:l Cke Technische Universitat Minchen m

Definition (Regulérer Ausdruck)

Regulare Ausdricke sind induktiv definiert
m () ist ein regularer Ausdruck
m c ist ein regularer Ausdruck
m Fir alle a € ¥ ist a ein reguléarer Ausdruck
m Sind o und S regulare Ausdrlcke, dann auch

Konkatenation af
Veroderung « |
Wiederholung o*

Analoge Sprachdefinition, z.b. L(a3) = L(a)L(5)

a = (0[1)*00 L(a) = {x | x Binarzahl,x mod 4 = 0}
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R E > €- N F} \ Technische Universitat Miinchen m

Idee (Kleene)

Fir einen Ausdruck ~ wird rekursiv mit struktureller Induktion
ein e-NFA konstruiert.

>
Il
=
5
[l
-
5
I
\V)
m
M
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RE — e-NFA

y=alf




€- N FA ) N FA Technische Universitat Miinchen m

Idee
Entferne e-Kanten durch das Bilden von e-Hdullen.
Entferne unnétige Knoten.

Far jeden Pfad der Form €. .. eae . . . € verbinde Anfangs-
und Endknoten mit einer a-Kante.

Entferne alle e-Kanten und unerreichbare Knoten.

Wurde das leere Wort akzeptiert mache den
Anfangszustand zum Endzustand.
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€- N FA % N FA Technische Universitat Miinchen m

Idee
Entferne e-Kanten durch das Bilden von e-Hdullen.
Entferne unnétige Knoten.
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€- N FA % N FA Technische Universitat Miinchen m

Idee
Entferne e-Kanten durch das Bilden von e-Hdullen.
Entferne unnétige Knoten.

Far jeden Pfad der Form €. .. eae . . . € verbinde Anfangs-
und Endknoten mit einer a-Kante.

@



€- N FA % N FA Technische Universitat Miinchen m

Idee
Entferne e-Kanten durch das Bilden von e-Hdullen.
Entferne unnétige Knoten.

Far jeden Pfad der Form €. .. eae . . . € verbinde Anfangs-
und Endknoten mit einer a-Kante.

Entferne alle e-Kanten und unerreichbare Knoten.

-6
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€- N FA % N FA Technische Universitat Miinchen m

Idee
Entferne e-Kanten durch das Bilden von e-Hdullen.
Entferne unnétige Knoten.

Far jeden Pfad der Form €. .. eae . . . € verbinde Anfangs-
und Endknoten mit einer a-Kante.

Entferne alle e-Kanten und unerreichbare Knoten.

Wurde das leere Wort akzeptiert mache den
Anfangszustand zum Endzustand.

0
1

-®
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€- N FA % N FA Technische Universitat Miinchen m

Idee
Entferne e-Kanten durch das Bilden von e-Hdullen.
Entferne unnétige Knoten.

Far jeden Pfad der Form €. .. eae . . . € verbinde Anfangs-
und Endknoten mit einer a-Kante.

Entferne alle e-Kanten und unerreichbare Knoten.

Wurde das leere Wort akzeptiert mache den
Anfangszustand zum Endzustand.

No S BNy o> )
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N F/ \ > D F/ \ Technische Universitat Miinchen m

Idee (Potenzmengenkonstruktion)

Konstruiere aus einem NFA N = (Q, &, §, qo, F) einen DFA
D = (P(Q),X,3,{q0}, F;) mit Zustanden aus P(Q).

mS:P(Q)x X — PQ)
8(S,a) = | ] i(q,a)

gesS
mFy={SCQ|SNF#0}

0,1
O
—
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N F/ \ > D F/ \ Technische Universitat Miinchen m

Idee (Potenzmengenkonstruktion)

Konstruiere aus einem NFA N = (Q, &, §, qo, F) einen DFA
D = (P(Q),X,3,{q0}, F;) mit Zustanden aus P(Q).

mS:P(Q)x X — PQ)
8(S,a) = | ] i(q,a)

gesS
mFy={SCQ|SNF#0}

0,1
3—1
— — —
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N F/ \ > D F/ \ Technische Universitat Miinchen m

Idee (Potenzmengenkonstruktion)

Konstruiere aus einem NFA N = (Q, &, §, qo, F) einen DFA
D = (P(Q),X,3,{q0}, F;) mit Zustanden aus P(Q).

mS:P(Q)x X — PQ)
8(S,a) = | ] i(q,a)

gesS
mFy:={SCQ|SNF+0}

0,1 0
’ 1
- .-
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N F/ \ > D F/ \ Technische Universitat Miinchen m

Idee (Potenzmengenkonstruktion)

Konstruiere aus einem NFA N = (Q, &, §, qo, F) einen DFA
D = (P(Q),X,3,{q0}, F;) mit Zustanden aus P(Q).

mS:P(Q)x X — PQ)
8(S,a) = | ] i(q,a)

gesS
mFy:={SCQ|SNF+0}

0,1 0 1
1 1
-~ .-
0
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P rOd u ktauto m a.t Technische Universitat Miinchen m

Satz

Sind M, = (01 , 2,01, 81, F1) und Mo = (QQ, Y, 0o, So, Fg) DFAs,
dann ist der Produkt-Automat

M = (Q1 X 02,2,5, (51,32), F1 X Fg)
5 ((q1,Q2),a) == (01(an, @), 92(qe, @)

ein DFA, der L(My) N L(My) akzeptiert.



N OCh m al Reg u | é. re Au Sd rU Cke Technische Universitat Minchen m

Satz

Die reguldren Ausdriicke R Uber einem Alphabet ¥ bilden mit
Konkatenation o und Veroderung | einen Halbring (R, |, o, 0, €).
m Assoziative Operationen
m Veroderung kommutativ
m Distributivitdt: a(B | v) = af | ay
m () neutral beziiglich Oder
m e neutral bezlglich Konkatenation

Beispiel

19109 [ =00 |(1]e€)y
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A rd e n S Le m m a Technische Universitat Miinchen m

Sind A, B und X Sprachen mite ¢ A, dann gilt

X=AXUB=— X=A"B
Speziell gilt fir requldre Ausdriicke

X=aX|f= X=a"p

=00 |(1]|e)p =1 =07(1]€)¢

15/70



N F/ \ > R E Technische Universitat Miinchen m

ldee

Erzeuge ein Gleichungssystem aus allen Zustanden.
Ausdruck fiir jeden Zustand
Auflésen nach Xy mit Algebra und Ardens Lemma

16/70



N F/ \ > | {E Technische Universitat Miinchen m

ldee
Erzeuge ein Gleichungssystem aus allen Zustanden.
Ausdruck fiir jeden Zustand

Xo = 1X0 ’ 0X1

l
(&)

B
|

:1X0’0X1‘€

[Tl
o
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N F/ \ > | {E Technische Universitat Miinchen m

ldee

Erzeuge ein Gleichungssystem aus allen Zustanden.
Ausdruck fiir jeden Zustand
Auflésen nach Xy mit Algebra und Ardens Lemma

Xo = 1X0 ’ 0X1

l
(&)

X1E1X0’0X1’€

= 0Xq | (¢ ] 1X0) .
= 0*(c | 1Xo)



N F/ \ > | {E Technische Universitat Miinchen m

Idee

Erzeuge ein Gleichungssystem aus allen Zustanden.
Ausdruck fiir jeden Zustand
Auflésen nach Xy mit Algebra und Ardens Lemma

Xo = 1X0 ’ 0X1
=1Xp | 00*(e | 1Xp) _» ]
= (1]00*1)X, | 00*
= (1]00"1)*(00%)

X1E1X0’0X1 ’6

= 0X | (c] 1X) ;
=0"(e | 1Xp)
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P U m pi ng Le m m a Technische Universitat Miinchen m

Satz (Pumping Lemma fir regulare Sprachen)
Sei R C X* reguldr. Dann gibt es ein n > 0, so dass sich jedes
z € Rmit|z| > nsoinz = uvw zerlegen ldsst, dass

mVFe

m|uv|<n

mVYi>0uw'weR
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N iChtreg u Iarité.t beWeise n Technische Universitat Miinchen m

ldee
Gegenbeispiel firs Pumpinglemma suchen.

Vne Ngiz € L.|z| > nVu,v,w. z= uvw nicht pumpbar

18/70
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N i C h t reg u | a r i tét b eWe i S e n Technische Universitat Miinchen m

ldee
Gegenbeispiel furs Pumpinglemma suchen.

Vne NyJz € L.|z| > nYu,v,w. z= uvw nicht pumpbar

Beispiel
Ist L= {a'b' | i € No} regular?
Sei n PL-Zahl
Wahle z = a"b"
Dann ist z = uvw mit |uv| < n, hier: v = a mit k > 0
Dannist uv®w ¢ L
Damit ist L nicht regular.




Aq u ival e n Ze n Technische Universitat Miinchen m

Definition (Aquivalente Worte)

Jede Sprache L C ¥* induziert eine Aquivalenzrelation
= CY* x X*

u= v (WweX*.uwel s vwel)

19/70
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Aq U ival e n Ze n Technische Universitat Miinchen m

Definition (Aquivalente Worte)

Jede Sprache L C ¥* induziert eine Aquivalenzrelation
= CY* x X*

u= v (WweX*.uwel s vwel)

Definition (Aquivalente Zustande)

Zwei Zustéande im DFA A sind aquivalent wenn sie die selbe
Sprache akzeptieren.

p=4Qq<— (VW e X*5(p,w) e F = (g, w) e F)



D FA m i n i m i e re n Technische Universitat Miinchen m

ldee

Erzeuge den Quotientenautomaten.
Entferne alle von qg nicht erreichbaren Zustande
Berechne die unterscheidbaren Zustande
Kollabiere die &quivalenten Zustande

20/70
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D FA m i n i m ie re n Technische Universitat Miinchen m

Idee
Erzeuge den Quotientenautomaten.
Entferne alle von qg nicht erreichbaren Zustande

—_
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D FA m i n i m ie re n Technische Universitat Miinchen m

ldee

Erzeuge den Quotientenautomaten.
Entferne alle von qg nicht erreichbaren Zustande
Berechne die unterscheidbaren Zustande

—_
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D FA m i n i m ie re n Technische Universitat Miinchen m

ldee

Erzeuge den Quotientenautomaten.
Entferne alle von qg nicht erreichbaren Zustande
Berechne die unterscheidbaren Zustande

—_
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D FA m i n i m ie re n Technische Universitat Miinchen m

ldee

Erzeuge den Quotientenautomaten.
Entferne alle von qg nicht erreichbaren Zustande
Berechne die unterscheidbaren Zustande

—_




D FA m i n i m ie re n Technische Universitat Miinchen m

ldee

Erzeuge den Quotientenautomaten.
Entferne alle von qg nicht erreichbaren Zustande
Berechne die unterscheidbaren Zustande
Kollabiere die &quivalenten Zustande

(@)@
—_

1 a,b

X X x |3 a,b

—l=e

WY EY
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Reg U I ére S p raC h e n Technische Universitat Miinchen m

DFA <— NFA <— «NFA

RE
Satz
Ftr eine Darstellung D einer reguldren Sprache ist
entscheidbar:

Wortproblem Gegeben w, gilt w € L(D)?
Leerheitsproblem Ist L(D) = (0?
Endlichkeitsproblem /st |L(D)| < oo ?
Aquivalenzproblem Gilt L(Dy) = L(D5)?

21/70



22/70

G ram m ati ke n Technische Universitat Minchen m

Definition (Kontextfreie Grammatik)

Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ist ein 4-Tupel:
V endlich viele Nichtterminale (Variablen)
¥ ein Alphabet von Terminalen
P endlich viele Produktionen C V x (VU X)*
S ein Startsymbol

Beispiel (Vorbereitung 3)

¥ ={0,1}. Grammatik fur alle Wérter ungerader Lange, bei
denen alle Nullen vor der ersten Eins stehen und weniger
Nullen als Einsen vorhanden sind.
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G ram m ati ke n Technische Universitat Minchen m

Definition (Kontextfreie Grammatik)

Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ist ein 4-Tupel:
V endlich viele Nichtterminale (Variablen)
¥ ein Alphabet von Terminalen
P endlich viele Produktionen C V x (VU X)*
S ein Startsymbol

Beispiel (Vorbereitung 3)

¥ ={0,1}. Grammatik fur alle Wérter ungerader Lange, bei
denen alle Nullen vor der ersten Eins stehen und weniger
Nullen als Einsen vorhanden sind.

S —0S1|S11 1



Ableitu n g S re | at i O n Technische Universitat Minchen m

Definition (Ableitungsrelation)

Eine CFG G induziert eine Ableitungsrelation — g auf Wértern
dber VU X:
a—aG ,3

gdw es eine Regel A — v in P mit Wértern a4, ao gibt, so dass

a=ajAas und B = ajyas

Beispiel (Vorbereitung 3)
Mit den Produktionen S — 0S1 | S11 | 1:

S —-5081 -500S11 —500S1111 —5 0011111
= S =5 0011111

23/70
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KO n textfre i e S p raC h e Technische Universitat Miinchen m

Definition (Kontextfreie Sprache)

Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) erzeugt die
Sprache

L(G)={weX"|S—;w}
Eine Sprache L C X* heiB3t kontexifrei gdw es eine kontextfreie
Grammatik G gibt mit L = L(G).
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| n d u ktive S p raC hd efi n iti O n Technische Universitat Minchen m

Induktive Sprachdefinition

Die induktive Definition (=) erzeugt Wérter bottom-up, setzt
also kleine Wérter zu gréBeren zusammen.

Beispiel (Vorbereitung 3)
Mit den Produktionen S — 0S1 | S11 | 1:

1€ Lg(S)
uelg(S) = 0ulelg(S
uc LG(S) = ull e LG(S)

Also z.B:

1e LG(S) =010 ¢ LG(S) = 01011 € LG(S)
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C N F Technische Universitat Miinchen m

Definition (Chomsky-Normalform)

Eine kontextfreie Grammatik ist in Chomsky-Normalform (CNF)
genau dann wenn alle Produktionen die Form

A—a oder A— BC

haben.

Satz

Zu jeder CFG G existiert eine CFG G' in Chomsky-Normalform

mit
L(G) =L(G)\ {¢}
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C N F KO n Stru kti 0 n Technische Universitat Miinchen m

ldee
Sei G= (V,%,P,S) eine CFG.
Eliminiere e-Produktionen
Eliminiere Kettenproduktionen
Ersetze Terminale durch Nichtterminale
Verkirze Ketten von Nichtterminalen der Lange > 3



C N F KO n Stru kti 0 n Technische Universitat Miinchen m

Idee
Sei G= (V,%,P,S) eine CFG.
Eliminiere e-Produktionen

Sind B — cund A — aBg in P, dann flige A — o hinzu.
Entferne danach alle e-Produktionen.

S—Ab, A— aAA|e

wird zu:

S—Ab|b
A— aAA|aA| a

27/70



C N F KO n Stru kti 0 n Technische Universitat Miinchen m

ldee

Sei G= (V,%,P,S) eine CFG.
Eliminiere e-Produktionen
Eliminiere Kettenproduktionen

Sind A— Bund B — «in P, dann flige A — « hinzu. Entferne
danach alle Kettenproduktionen und unerreichbaren Symbole.

S—A A—al|B, B—bS
wird zu:

A a|bs
S—a|bS

27/70



C N F KO n Stru kti 0 n Technische Universitat Miinchen m

ldee
Sei G= (V,%,P,S) eine CFG.
Eliminiere e-Produktionen
Eliminiere Kettenproduktionen
Ersetze Terminale durch Nichtterminale

Ersetze jedes a € ¥ in einer rechten Seite langer als 1 durch
ein neues Nichtterminal.

S—aal|Bblb, B—...
wird zu:

Xa—a, Xp—b
27/70
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C N F KO n Stru kti 0 n Technische Universitat Miinchen m

ldee
Sei G= (V,%,P,S) eine CFG.
Eliminiere e-Produktionen
Eliminiere Kettenproduktionen
Ersetze Terminale durch Nichtterminale
Verkirze Ketten von Nichtterminalen der Lange > 3

Ersetze jede Produktion der Form A — By B> ... B durch neue
Nichtterminale mit Produktionen der Lange 2.

S — XgXpBXa, Xa—a, Xp—b, B—...
wird zu:

T1 — Xng, T2 — BXa



E i g e n SC h afte n VO n Sy m bo I e n Technische Universitat Miinchen m

Definition
Sei G=(V,%, P,S) eine CFG.
Ein Symbol X € VU X ist
ndtzlich es gibt S — w € I* in der X vorkommt
erzeugend es gibt X - we ¥
erreichbar es gibt S -7 aXj

Satz

Nitzliche Symbole sind erzeugend und erreichbar. Aber nicht
notwendigerweise umgekehrt.

S—AB|a, A—b

28/70
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P U m pi ng Le m m a fu r C F LS Technische Universitat Miinchen m

Satz (Pumping Lemma fUr kontextfreie Sprachen)
Sei L C ¥* kontextfrei. Dann gibt es ein n > 0, so dass sich
jedes z € L mit|z| > n so in z = uvwxy zerlegen ldsst, dass
B VX #e€
m|vwx| <n

mVYi>0uwxyel
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CY K Technische Universitat Miinchen m

Definition (Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus)

Der CYK-Algorithmus entscheidet das Wortproblem fir
kontextfreie Grammatiken in Chomsky-Normalform in O(n®).
Gegeben eine Grammatik G = (V, £, P, S) in CNF und ein
Wort w = ay...ap € X*. Mit

V,'j:: {AE V|A—>*Ga,-...aj}

ist
wel(G)e SeV,

Vi={AeV|(A— a)e P}
Vi={Ae V|3k,Be Vi, Ce€ Viy1j.(A— BC) € P}
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CY K Technische Universitat Miinchen m

ldee
Kombiniere Teilworter zum ganzen Wort, wenn mdglich.
Initialisiere mit den V.

S—AB|BC, A—BA|a, B—CC|b, C—AB|a
4

3
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CYK

Technische Universitat Miinchen m

Idee

Kombiniere Teilworter zum ganzen Wort, wenn mdglich.

Initialisiere mit den V.

S—AB|BC, A— BA|a,

4

3

B—CC|b, C— AB|a

A C

A C

A C
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CY K Technische Universitat Miinchen m

ldee

Kombiniere Teilworter zum ganzen Wort, wenn mdglich.
Initialisiere mit den V.
Beflille die Tabelle von unten nach oben.

S+ AB|BC, A—BA|la, B—CC|b, C— AB|a

4
3

2 A B B

1 B A C A C A C




CY K Technische Universitat Miinchen m

Idee

Kombiniere Teilworter zum ganzen Wort, wenn mdglich.
Initialisiere mit den V.
Beflille die Tabelle von unten nach oben.

S+ AB|BC, A—BA|la, B—CC|b, C— AB|a

4

3 ] S,AC

2 A B B

1 B A C A C A C

b a a a
31/70
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CY K Technische Universitat Miinchen m

Idee

Kombiniere Teilworter zum ganzen Wort, wenn mdglich.
Initialisiere mit den V.
Beflille die Tabelle von unten nach oben.

S+ AB|BC, A—BA|la, B—CC|b, C— AB|a

41 s,...

3 ] S,AC

2 A B B

1 B A C A C A C

b a a a



Ke | Ie ra u to m ate n Technische Universitat Miinchen m

Definition (Kellerautomat)
Ein PDA (Push-Down-Automaton) ist ein Tupel
P=(Q,%,T,d q, 2, F) aus einer/einem
m endlichen Menge von Zustanden Q
m endlichen Eingabealphabet ©
m endlichen Kelleralphabet I
m Ubergangsfunktion 6 : @ x (XU {e}) x I = P(Q x ')
m Startzustand qg € Q
m Kellerinitialisierung Zg € T
m Menge von Endzustanden F C Q

a, X/
@ (@)

32/70
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Ke | I e ra u to m ate n Technische Universitat Miinchen m

Definition (Kellerautomat)

Ein PDA (Push-Down-Automaton) ist ein Tupel
P=(Q,%,T,9 q, 2, F) aus einer/einem

m Ubergangsfunktion § : Q x (XU {e}) x I — P(Q x I'*)

Definition (Akzeptanz)
Ein PDA P akzeptiert w € ¥* mit Endzustand gdw

df € F,y € T*.(qo, w,Zp) —p (f,€,7)
Ein PDA P akzeptiert w € ¥* mit leerem Keller gdw

39 € Q.(qo, W, Zy) =5 (q,€,¢)



Kel |e ra u to m ate n Technische Universitat Minchen m

Definition (Kellerautomat)

Ein PDA (Push-Down-Automaton) ist ein Tupel
P=(Q,%,T,9 q, 2, F) aus einer/einem

m Ubergangsfunktion § : Q x (Z U {e}) x I — P(Q x ™)

Beispiel

PDA akzeptierend mit leerem Keller zu L = {@"b" | n € N}.
a, Zo/AZO b, A/€

e, A/A
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CFG =— CNF = > PDA, < » PDAF

m Abschlusseigenschaften

\Schnitt Vereinigung Komplement Produkt Stern

REG| ja ja ja ja ja
CFL| nein ja nein ja ja

m Entscheidbarkeit

\Wortproblem Leerheit Aquivalenz Schnittproblem

DFA O(n) ja ja ja
CFG o(n?) ja nein nein
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Definition (Turingmaschine)

Eine deterministische Turingmaschine (TM) ist ein Tupel
M= (Q,%,T,d qo,0, F) aus einer/einem

endlichen Menge von Zustanden Q

endlichen Eingabealphabet x

endlichen Bandalphabet T mit X c I
Ubergangsfunktion 6 : @ x I — Q x T x {L, R, N}
Startzustand gy € Q

LeerzeichenO e\ X

Menge von Endzustédnden F C Q
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Definition (Turingmaschine)

Eine deterministische Turingmaschine (TM) ist ein Tupel
M= (Q,X,T,J, qo,0,F) aus einer/einem
m Ubergangsfunktion 6 : @ x I = Q x I x {L, R, N}

5(q050):(q1717R)
- [0]ofe[1[ofo]0]
do

B

Programm
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Tu ri n g m aSC h i n e n Technische Universitat Miinchen m

Definition (Turingmaschine)

Eine deterministische Turingmaschine (TM) ist ein Tupel
M= (Q,X,T,J, qo,0,F) aus einer/einem
m Ubergangsfunktion 6 : @ x I = Q x I x {L, R, N}

5(q050):(q1717R)
- [o]oJo[1]+[o[B]-
a1

J

Programm
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Definition (Nichtdeterministische Turingmaschine)

Eine nichtdeterministische Turingmaschine (TM) ist ein Tupel
M= (Q,X,T,J, qo,0,F) aus einer/einem
I
m Ubergangsfunktion 6 : @ x I = P (Q x T x {L, R,N})
...

Satz

Zu jeder nichtdeterministischen TM N gibt es eine
deterministische TM M mit L(N) = L(M).
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Berechenbare Funktionen

E Typ 0 - Rekursiv aufzahlbar
' Turingmaschinen, A-Kalkal

Typ 3 - Regulér
DFA, RE

E Typ 2 - Kontextfrei E
I PDA, CFG :
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Definition (LOOP-Programm)

Syntax von LOOP-Programmen.
Esist X € {xp,xy,...} und C € N.

P—-X=X+C
| X =X-C
| P; P
| LOOP X DO P END
|IF X = 0 DO P ELSE Q END

m Ausgabe steht in xp, Eingaben in xy, ..., X, Restist 0.

m LOOP x; DO P END fihrt P genau n mal aus, wobei n der
Anfangswert von x; ist. Zuweisungen an x; in P andern die
Anzahl der Durchldufe nicht.
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Definition (Basisfunktionen)

Primitiv Rekursiv sind:
m Die konstante Funktion 0
m Die Nachfolgerfunktion s(n) = n+ 1
m Die Projektionsfunktion 7¥ : N - N, i € [K]

7T;((X1,...,Xk) = Xj
Definition (Komposition)

Sind g und h; PR und X = (x4, ..., Xn), dann ist auch 7 PR:
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P ri m itive Reku rSiO n Technische Universitat Miinchen m

Basisfunktionen und Komposition

Schon PR sind:
m Konstante: 0
m Nachfolger: s(n) = n+1
m Projektion: 7K : Nk - N
m Komposition: f(x) = g(h1(X), ..., he(X))

Definition (Primitive Rekursion)

Das Schema der primitiven Rekursion erzeugt aus g und h die
Funktion f:

f(0,x) = 9(X)
f(m+1,%) = h(f(m,X), m, X)
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PR-Programme

Technische Universitat Miinchen m

u.

H B B B R B QO

. diese Programme sind laut Vorlesung oder Ubung PR:

pred(x) = max{0,x — 1}
add(x,y)=x+y

x—y =max{0,x — y}
mult(x,y)=x-y

div(x,y) = x + y (Ganzzahldivision)
Die restliche einfache Arithmetik. . .

m tower(n) = 22°  mit tower(4) = 216
m sqr(x) = x2, sqrt(x) = v/x

c(x), p1(x), p2(x) (Cantorsche Paarungsfunktion)
a n#0

ifthen(n, a, b) = {b 0
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Definition (Erweitertes PR-Schema)
Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion erlaubt

£(0, %) = f
f(m+1,%) =t

wobei
m fy enthalt nur PR-Funktionen und die x;
m t enthalt nur 7/(m, x), PR Funktionen, m und die x;.

Satz
Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion fiihrt nicht aus

PR heraus.
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Definition
Ein Pradikat P ist PR, wenn es eine PR Funktion P gibt mit

P(x) =1+ P(x)

Definition (Beschrankte Operationen)

Ist P PR, dann auch
m der beschrankte max-Operator

max{x < n|P(x)}, max{0} =0
m der beschrankte Existenzquantor
Ix < n.P(x)
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Definition (u-Operator)

Sei f : Nf+1 — N eine Funktion.
Der ;i-Operator definiert eine neue Funktion uf : N — N:

min{ne N | f(n,x) =0} falls nexistent
1 sonst

(uf)(%) = {

m “Fur alle m < nmuss f definiert sein: f(m, x) #L
m PR + u = u-Rekursion
m In Pseudocode:

pf(x) = find(0, X)
find(n, x) = if f(n, x) = 0 then n else find(n+ 1, x)



P rog ram m ie re n m it TM S Technische Universitat Miinchen m

Sind f; und £, Endzustdnde von M, so bezeichnet
f1 M1 —
—_— M

f2 M2 —_—

eine Fallunterscheidung.

Beispiel (Band=07?)

5(%; 0) = (q07 07 R)
0(qo0,0) = (jJa,d, L)
0(qo, @) = (nein, a, N) fira+# 0,0

47/70



48/70

W H | L E - P rog ram m e Technische Universitat Miinchen m

Definition (WHILE-Programm)

Syntax von WHILE-Programmen.
Esist X € {xp, x1,...} und C € N.

PsX:=X+C
| X:=X-C
| P, P
| WHILE X # 0 DO P END
| LOOP X DO P END
| IF X =0DO P ELSE Q END

m Ausgabe steht in xg, Eingaben in xq, ..., X», Rest ist 0.
m Semantik wie erwartet.
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Definition (GOTO-Programm)

Syntax von GOTO-Programmen.
Esist X € {xp,xy,...} und C € N.
Alle Anweisungen haben eine Markierung My : A¢; Mo - As.

P—-X=X+C

| X =X-C

| P; P

| GOTO M;

| IF X =0 GOTO V;
| HALT

m Ausgabe steht in xg, Eingaben in x4, ..., X, Restist 0.
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GOTO +—— TM

N

pR <—— WHILE

Satz
Sei A formale Sprache, dann ist duqivalent:

m A st Typ 0 Sprache

m A rekursiv aufzéhlbar

m A semi-entscheidbar, also x4 berechenbar

m A= L(M) fir eine TM M

m A jst Bild oder Urbild einer berechenbaren Funktion
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S p raC h e i g e n SC h afte n Technische Universitat Miinchen m

m Abschlusseigenschaften

\Schnitt Vereinigung Komplement Produkt Stern

REG| ja ja ja ja ja
CFL | nein ja nein ja ja
™ ja ja nein ja ja

m Entscheidbarkeit

\Wortproblem Leerheit Aquivalenz Schnittproblem

DFA O(n) ja ja ja
CFG o(n®) ja nein nein
™ nein nein nein nein



FO r m al e S p raC h e n Technische Universitat Minchen m

Formale Sprache - ©*

Typ 0 - Semi-Entscheidbar

Entscheidbar
LOOP, PR

Typ 2 - Kontextfrei

Typ 3 - Regular

Endlich
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Definition (Intuitive Berechenbarkeit)
Eine Funktion f : N — N heit intuitiv berechenbar, wenn es
einen Algorithmus gibt, der bei Eingabe (ny, ..., ng) € Nk

m nach endlich vielen Schritten mit Ergebnis f(ny, ..., ng)
halt, falls f(...) definiert ist,

m und nicht terminiert, falls f(...) nicht definiert ist.

Churchsche These (nicht beweisbar)

Turing-Maschinen kdnnen genau alle intuitiv berechenbaren
Funktionen berechnen.
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Definition (Entscheidbarkeit)

Eine Menge A heif3t entscheidbar gdw ihre charakteristische

Funktion
(x) = 1 fallsxec A
XA N0 fallsx ¢ A

berechenbar ist.

Definition (Semi-Entscheidbarkeit)

Eine Menge A heif3t semi-entscheidbar gdw

, 1 fallsxeA
Xa(x) ==
1 fallsx¢ A

berechenbar ist.
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Definition (Reduzierbarkeit)

Eine Menge A C X* ist reduzierbar auf eine Menge B C I'* gdw
es eine totale und berechenbare Funktion f: ¥* — I'™* gibt mit

VwerX*weA< f(w)eB

Wir schreiben dann A < B.

Intuition:
m B ist mindestens so schwer zu I6sen wie A
m Ist A unlésbar, dann auch B.
m Ist B ldsbar, dann erst recht A.
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Definition (Spezielles Halteproblem)

Gegeben ein Wort w € {0,1}".
Halt M,, bei Eingabe w?

K:={w| Mw[w] |}

Satz
Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.

m Halt eine Turingmaschine mit sich selbst als Eingabe?
m w ist die Godelisierung von My,.
m K ist semi-entscheidbar, K nicht.
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Definition (Allgemeines Halteproblem)
Gegeben Worter w, x € {0,1}".

Halt M, bei Eingabe x?
H = {w#x | My[x] |}
Satz
Das allgemeine Halteproblem ist nicht entscheidbar.

m Esist K < H. Warum?
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Definition (Rekursiv aufzéhlbar)

Eine Menge A heif3t rekursiv aufzahlbar wenn A = () oder es
eine berechenbare totale Funktion f : N — A gibt, so dass

A= {f(0) 3= )

neN

Aquivalent:
m A rekursiv aufzéhlbar
m A semi-entscheidbar, also x/, berechenbar
m A= L(M) fureine TM M
m Aist Bild oder Urbild einer berechenbaren Funktion
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Satz VO n R i Ce Technische Universitat Miinchen m

Satz (Rice)

Sei F eine Menge berechenbarer Funktionen.

Sei weder F = () noch F = alle ber. Funktionen (F nicht trivial).
Dann ist unentscheidbar, ob die von einer gegebenen TM M,
berechnete Funktion in F ist, also ob ¢, € F.

m Nicht-triviale semantische Eigenschaften von Programmen
sind unentscheidbar.

m Termination ist unentscheidbar.

Rice-Shapiro:
m Termination ist nicht semi-entscheidbar.
m Nicht-Termination ist nicht semi-entscheidbar.
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Definition (Postsches Korrespondenzproblem)

Gegeben endliche Folge (X1, ¥1), ..., (Xk, Yx) mit x;, y; € T
Gibt es eine Folge von Indizes iy, ..., ip € {1,..., k} mit

Xijy o Xio = Yiys- > Vi
X; 001 10 1
Yi 00 11 01

1 2 3

Satz
Das PCP ist unentscheidbar, aber semi-entscheidbar.



61/70

PCP l6sen

Technische Universitat Miinchen m

Idee

Maogliche Lésungen aufzahlen, richtige Lésungen identifizieren

Xi 001 01 1
Vi 00 10 11
1 2 3
3 3
3 .7 > 1 =D
niy
1 L/ 3 |
\2‘ 1 /
]
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PCP l6sen

Technische Universitat Miinchen m

Idee

Maogliche Lésungen aufzahlen, richtige Lésungen identifizieren

X; 001 01 1
7 00 10 11
1 2 3
3 3
3 .7 > 1 =D
D< 3 L={(12'3)"}
1™ _1 — 3 |
\2‘ 1 /
]
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Definition (TIME)

Wir bezeichnen die minimale Anzahl der Schritte, bis eine DTM
M mit Eingabe w halt als fimey(w) € NU {oco}.

Sei f : N — N total. Dann ist

TIME(f(n)) :=={ACX* | 3IDTM M.A = L(M)A
Yw € T*.timey(w) < f(|w|)}

die Klasse der in Zeit f(n) von einer DTM entscheidbaren
Sprachen.

m TIME(O(n)) enthélt alle "linearen Probleme".

m Also alle Probleme, fir die ein Linearzeitalgorithmus
existiert.
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Definition (NTIME)

Wir bezeichnen die minimale Anzahl der Schritte, bis eine NTM
M mit Eingabe w halt als ntimey,(w) € N.

minimale Schrittanzahl falls w € L(M)

ntimey(w) := {0 falls w ¢ L(M)

Dann ist

NTIME(f(n)) := {A C £* | INTM M.A = L(M)A
Yw € T*.ntimey(w) < f(|w|)}

die Klasse der in Zeit f(n) von einer NTM entscheidbaren
Sprachen.
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Definition
P ist die Menge aller von einer DTM in polynomieller Zeit
entscheidbaren Sprachen.

P= |J TIME(p(n) =[] TIME(O(n"))
p Polynom keN

Definition
NP ist die Menge aller von einer NTM in polynomieller Zeit
entscheidbaren Sprachen.

NP:= | J NTIME(p(n)) = |_J NTIME(O(n"))
p Polynom keN
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Definition (Verifikator)

Sei M eine DTM mit L(M) C {w#c | w e L* c e A*}.
m Falls w#c € L(M), dann hei3t ¢ Zertifikat far w.
m M ist ein polynomiell beschrankter Verifikator fiir

{we X" |3ce A*.w#c e L(M)}
falls timey(w#c) < p(|w|) fur ein Polynom p.

m NTM rat Lésung (Zertifikat), DTM probiert sie aus.
m Verifizieren (wahrscheinlich) einfacher als Lésung finden.

Satz
A € NP gadw es einen pol. beschrédnkten Verifikator fiir A gibt.
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Definition (Polynomielle Reduzierbarkeit)

Eine Menge A C ¥* ist polynomiell reduzierbar auf eine Menge
B C I'* gdw es eine totale und von einer DTM in polynomieller
Zeit berechenbare Funktion f : ¥* — I'* gibt mit

VweX*we A< f(w)eB

Wir schreiben dann A <p B.

m Die Relation <p ist transitiv.
m P und NP sind nach unten abgeschlossen:

A<pBe P/NP—=— Ac P/NP
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Definition (NP-Schwere)

Eine Sprache L hei3t NP-schwer (NP-hart) wenn sich alle
Sprachen in NP auf L reduzieren lassen.

VAe NP.A<p L

Definition (NP-Vollstandigkeit)

Eine Sprache L heif3t NP-vollstandig wenn L NP-schwer ist und
L e NP.

Fragen:
m Gibt es Uberhaupt NP-vollsténdige Sprachen?
m Gibt es eine NP-vollstdndige Sprache in P?
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Definition (Aussagenlogik)
Syntax der Aussagenlogik.

Formeln F——=F | (FAF)|(FVF)|X
Variablen X - x|y | z]|...

Definition (SAT)

Gegeben eine aussagenlogische Formel F.
Ist F erfillbar, also gibt es eine Belegung der Variablen in F,
sodass F qilt?

Satz (Cook 1971)
SAT ist NP-vollstédndig.
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Definition (3COL)

Gegeben ein Graph G = (V, E).
Gibt es eine Farbung der Knoten V mit 3 Farben, so dass keine
zwei benachbarten Knoten die gleiche Farbe haben?

Satz
Es ist 3COL <p SAT und SAT <p 3SAT <p 3COL.
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Definition (3COL)

Gegeben ein Graph G = (V, E).
Gibt es eine Farbung der Knoten V mit 3 Farben, so dass keine
zwei benachbarten Knoten die gleiche Farbe haben?

Satz
Es ist 3COL <p SAT und SAT <p 3SAT <p 3COL.
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m RE — «-NFA — NFA — DFA

m (Produktautomat)

m Quotientenautomat, Minimale DFAs
m Regulédres Pumpinglemma

m CNF-Synthese

m Nutzliche Symbole, CYK

m (Kellerautomaten)

m Kontextfreies Pumpinglemma

m Turingmaschinen

m LOOP und PR

m WHILE und p-Rekursion

m Berechenbarkeit, Entscheidbarkeit, Satz von Rice
m PCP

m (P und NP, Verifikatoren)

U Reduktionen von und auf NP-Probleme



