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Kapitel 0 Organisatorisches

@ Vorlesungen:
e Mo 10:15-12:00, Do 16:00-17:45 MI HS1 F.L. Bauer (Ml 00.02.001)
o Ubung:
e 2SWS Tutoriibung: siche Ubungswebseite
Anmeldung in TUMonline
e 2SWS Zentraliibung (nicht verpflichtend): Do 14:30-15:55 M| HS1 F.L. Bauer (Ml
Q0.02.001)
e Ubungsleitung: Dr. Werner Meixner
e Umfang:
e 4V+2TU, 8 ECTS-Punkte
@ Sprechstunde:
e Mo 12:00-13:00 und nach Vereinbarung
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https://portal.mytum.de/displayRoomMap?roomid=00.02.001@5602&disable_decoration=yes
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e Ubungsleitung:
e Dr. W. Meixner, M| 03.09.040 (meixner@in.tum.de)
Sprechstunde: Do 12:00-12:30

@ Sekretariat:
o Frau Lissner, M| 03.09.052 (lissner@in.tum.de)
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o Ubungsaufgaben und Klausur:

Ausgabe jeweils am Montag auf der Webseite der Vorlesung

Abgabe Montag eine Woche spater 13:00Uhr, K&sten bei den SchlieBfachern im
UntergeschoB vor dem HS1

Besprechung in der Tutoriibung

e Klausur:

THEO

Endklausur am Donnerstag, 30. Juli 2015, 11:00-14:00, Rdume MW2001
(5510.02.001, Rudolf-Diesel-Hérsaal), Ml HS1 (Ml 00.02.001), Interims-Horsaal 1
(5620.01.101)

e Wiederholungsklausur am Donnerstag, 24. September 2015, 08:30-11:30, Raum tba
e bei den Klausuren sind keine Hilfsmittel auBer jeweils einem eigenhandig

beschriebenen DIN-A4-Blatt zugelassen

Fiir das Bestehen des Moduls ist die erfolgreiche Teilnahme an der Abschlussklausur
(mindestens 40% der Gesamtpunktzahl) erforderlich.

Die Erfahrungen der letzten Jahre legen nahe, dass es fiir die erfolgreiche
Bearbeitung der Abschlussklausur sehr forderlich ist, die angebotenen
Hausaufgabenblatter zu bearbeiten (Sie erhalten sie korrigiert zuriick), an der
Tutoriibung und auch(!) an der (freiwilligen) Zentraliibung teilzunehmen!

vorauss. 13 Ubungsblétter, das letzte am 13. Juli 2015
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https://portal.mytum.de/displayRoomMap?roomid=00.02.001@5510&disable_decoration=yes
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@ Vorkenntnisse:
e Einfiihrung in die Informatik 1/2
o Diskrete Strukturen
e Grundlagen: Algorithmen und Datenstrukturen

o Weiterfiihrende Vorlesungen:

o Effiziente Algorithmen und Datenstrukturen

Automaten, Formale Sprachen, Berechenbarkeit und Entscheidbarkeit
Logik

Komplexitatstheorie

Compilerbau

@ Webseite:
http://wwwmayr.in.tum.de/lehre/2015SS/theo/
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1. Ziel der Vorlesung

Der Zweck dieser Vorlesung ist das Studium fundamentaler Konzepte in der
Theoretischen Informatik. Dies umfasst das Studium der Grundlagen formaler Sprachen
und Automaten, von Berechnungsmodellen und Fragen der Entscheidbarkeit, die
Diskussion algorithmischer Komplexitat sowie einiger grundlegender Konzepte der
Komplexitatstheorie.
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Themengebiete werden also sein:

@ Berechenbarkeitstheorie
e Betrachtung und Untersuchung der Grenzen, was Rechner iiberhaupt kénnen
o Komplexitatstheorie

e Studium der Grenzen, was Rechner mit begrenzten Ressourcen leisten kénnen
e Herleitung oberer und unterer Schranken

@ Automatentheorie
e Rechner als endliche Systeme mit endlichem oder unendlichem Speicher
@ Grammatiken

e Aufbau von Programmiersprachen, Ausdruckskraft, Effizienz der Syntaxanalyse

@ Algorithmen und ihre Komplexitat

THEO 1 Ziel der Vorlesung
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Historische Einordnung:

1936 Berechenbarkeitstheorie Church, Turing
1956 Automatentheorie, Regulidre Ausdriicke Kleene
1956 Grammatiken Chomsky

1971 Komplexitatstheorie Hennie, Stearns, Cook, Levin
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2. Wesentliche Techniken und Konzepte

@ Formalisierung und Abstraktion

Rechner werden durch mathematische Objekte nachgebildet

zu lésende Aufgaben werden mengentheoretisch als Problem definiert

die Abfolge von Berechnungsschritten wird formalisiert

die quantitative Bestimmung der Komplexitat eines Verfahrens bzw. eines Problems
wird festgelegt

@ Simulation
o Verfahren zur Ersetzung eines Programms in einem Formalismus A durch ein
Programm in einem anderen Formalismus B bei unverdndertem
Ein-/Ausgabeverhalten

THEO 2 Wesentliche Techniken und Konzepte
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@ Reduktion
e formale Beschreibung fiir
“Problem A ist nicht (wesentlich) schwerer als Problem B”
e Aquivalenz
e ein Formalismus A ist (prinzipiell) genauso michtig wie Formalismus B
e "Problem A und Problem B lassen sich (effizient) aufeinander reduzieren”
@ Diagonalisierung

e Auflistung aller Algorithmen einer bestimmten Klasse
e Beweis durch Widerspruch
e enger Bezug zu Paradoxa

THEO 2 Wesentliche Techniken und Konzepte
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3. Literatur

[d Alfred V. Aho, John E. Hopcroft, Jeffrey D. Ullman:
The design and analysis of computer algorithms.
Addison-Wesley Publishing Company, Reading (MA), 1976

[ John E. Hopcroft, Jeffrey D. Ullman:
Introduction to automata theory, languages, and computation.
Addison-Wesley Publishing Company, Reading (MA), 1979

[§ Uwe Schéning:
Theoretische Informatik — kurzgefasst.
Spektrum Akademischer Verlag GmbH, Heidelberg-Berlin, 1997
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[4 Katrin Erk, Lutz Priese:
Theoretische Informatik: Eine umfassende Einfiihrung (3. Auflage).
Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 2008
http://link.springer.com.eaccess.ub.tum.de/book/10.1007%
2F978-3-540-76320-8

@ Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest:
Introduction to algorithms.

McGraw-Hill Book Company, New York-St. Louis-San Francisco-Montreal-Toronto,

1990

[ Thomas Ottmann, Peter Widmayer:
Algorithmen und Datenstrukturen.
B.l., Mannheim-Leipzig-Wien-Ziirich, 1993
http://link.springer.com.eaccess.ub.tum.de/book/10.1007%
2F978-3-8274-2804-2
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Volker Heun:
Grundlegende Algorithmen.
Vieweg, 2000
http://link.springer.com.eaccess.ub.tum.de/book/10.1007%
2F978-3-322-80323-8

Ingo Wegener:
Theoretische Informatik.
B.G. Teubner, Stuttgart, 1993
http://link.springer.com.eaccess.ub.tum.de/book/10.1007%
2F978-3-322-94004-9
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Kapitel | Formale Sprachen und Automaten

1. Beispiele
Sei ¥ ein (endliches) Alphabet. Dann
Definition 1

© ist ein Wort/String iiber X eine endliche Folge von Zeichen aus 3;

@ wird das leere Wort mit € bezeichnet;

bezeichnet uv die Konkatenation der beiden Wérter v und v;

ist X* das Monoid iiber ¥, d.h. die Menge aller endlichen Woérter iiber 3;
ist ¥ die Menge aller nichtleeren endlichen Woérter iiber ;

bezeichnet |w| fiir w € ¥* die Linge von w;

1

ist, fiir jedes Wort w, w™ definiert durch w® = € und w"*! = ww™;

ist X" fiir n € Ng die Menge aller Worter der Lange n in X%;

00000060

eine Teilmenge L C X* eine formale Sprache.
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Beispiel 2

Wir betrachten folgende Grammatik:

(Satz)
(Subjekt)
(Artikel)
(Artikel)
(Attribut)
(Adjektiv)

Die vorletzte Ersetzungsregel ist rekursiv, die durch diese Grammatik definierte Sprache

deshalb unendlich.
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(Subjekt) (Pradikat) (Objekt)
(Artikel) (Attribut) (Substantiv)

€

der|die|das]ein| . ..

¢|(Adjektiv) | (Adjektiv) (Attribut)

gross|klein|schon| . . .

1 Beispiele




Beispiel 3 (Formale Sprachen)

die Menge aller Worter in der 24. Auflage des Duden
L, = {aa, aaaa, aaaaaa, . ..} = {(aa)™;n € N} (X1 ={a})
Ly = {ab, abab, ababab, . ..} = {(ab)";n € N} (X2 ={a,b})
L3 = {ab, aabb, aaabbb, ...} = {a"b™;n € N} (X5 = {a,b})
Ly ={a,b,aa,ab,bb, aaa,aab, abb,bbb ...}

= {a™b";m,n € Ngo,m +n > 0} (X4 = {a,b})

Ls=10
L¢ = {e}
L7 = {x € ¥*; ein gegebenes Programm/TM hélt bei Eingabe z}

THEO 1 Beispiele
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Dagegen
Beispiel (Forts.)
e Die “Menge” der Sitze in deutscher Sprache ist keine formale Sprache

@ ¢ ist keine formale Sprache

@ R ist keine formale Sprache

THEO 1 Beispiele
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Definition 4 (Operationen auf Sprachen)
Seien A, B C ¥* zwei (formale) Sprachen.
e Konkatenation: AB ={uv;u € A,v € B}
o A% = {e}, A"l = AA"
o A" ={J,5 4"
e AT = Un_21 A"

Beispiel 5
o {ab,b}{a,bb} = {aba,abbb, ba, bbb}
{ab,b} x {a,bb} = {(ab,a), (ab,bb), (b,a), (b, bb)}
o {ab,b}? = {abab, abb, bab, bb}
o {ab,a}{ba,a} = {abba,aba,aa}
o 0 = {e}

THEO 1 Beispiele
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Einige niitzliche Rechenregeln:
e A=AD=10
o {eJ]A=A{e}=A
e A(BUC)=ABUAC
e (AUB)C = ACUBC
e A(BNC)=ABnAC gilt i.A. nicht!
o A*A* = A*

THEO 1 Beispiele
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Wie bekannt heiBt eine Menge M abzihlbar, falls sie gleich machtig wie eine
Teilmenge der natiirlichen Zahlen N (bzw. Ng = N U {0}) ist, d.h., falls eine Bijektion
zwischen den beiden Mengen existiert.

Dies ist auch gleichbedeutend mit der Aussage, dass es eine Nummerierung der
Elemente von M gibt, so dass

M = {ml,mg,...}.

Eine Menge heiBt iiberabzihlbar, falls sie nicht abz&hlbar ist.

Lemma 6
Fiir endliches ¥ ist ¥* abzahlbar.

Beweis:
Ohne Beweis. ]

THEO 1 Beispiele
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Bemerkungen:
@ Q ist abzahlbar.

@ R und [0,1] C R sind gleich machtig (haben gleiche Kardinalitdt) und sind beide
iiberabzahlbar.

Satz 7
Die Menge der Sprachen iiber einem (nichtleeren) endlichen Alphabet ist

liberabzdhlbar.

Beweis:

Widerspruchsbeweis durch Diagonalisierung: Angenommen, Lg, L1, Lo, ... sei eine

Nummerierung der Sprachen iiber 3. Sei weiter wg, w1, wa, ... eine (feste) Abzahlung

von ¥,

Betrachte L := {w;;w; & L;}. Dann kann L nicht in der Nummerierung Lo, L1, Lo, . ..

vorkommen! O
THEO 1 Beispiele
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2. Die Chomsky-Hierarchie
Diese Sprachenhierarchie ist nach Noam Chomsky [MIT, 1976] benannt.

2.1 Phrasenstrukturgrammatik, Chomsky-Grammatik

Grammatiken bestehen aus
@ einem Terminalalphabet ¥ (manchmal auch T'), |X| < oo
@ einem endlichen Vorrat von Nichtterminalzeichen (Variablen) V, VNX =1
@ einem Startsymbol (Axiom) S € V

@ ceiner endliche Menge P von Produktionen (Ableitungsregeln) der Form [ — r, mit
le VUD)Y'VVUD)*, re(VUX)*
Eine Phrasenstrukturgrammatik (Grammatik) ist ein Quadrupel G = (V, X, P, 5).

THEO 2.1 Phrasenstrukturgrammatik, Chomsky-Grammatik
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Sei G = (V, %, P, S) eine Phrasenstrukturgrammatik.

Definition 8
Wir schreiben

Q :2—¢ggdw (Fz,ye (VUL I —re P)z=ualy, 2 =axry|

Q 2~} 2 gdw z =2/ oder z =g 2D 56 2@ 56 =6 2%) = 2/ Eine solche
Folge von Ableitungsschritten heiBt eine Ableitung fiir 2’ von z in G (der Linge k).

© Die von G erzeugte Sprache ist

L(G):={z€X" § =z}

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir gewohnlich — und —* statt —¢ und
_>*
G

THEO 2.1 Phrasenstrukturgrammatik, Chomsky-Grammatik
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Vereinbarung:
Wir bezeichnen Nichtterminale mit groBen und Terminale mit kleinen Buchstaben!

Beispiel 9
Wir erinnern uns:
o Ly = {ab,abab, ababab, ...} = {(ab)";n € N} (X2 ={a,b})

o Grammatik fiir Lo mit folgenden Produktionen:

S —ab, S — abs

THEO 2.1 Phrasenstrukturgrammatik, Chomsky-Grammatik
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Beispiel 9 (Forts.)

e Ly ={a,b,aa,ab,bb,aaa,aab, abb,bbb...}
= {a™b";m,n € No,m +n > 0} (34 = {a,b})
o Grammatik fiir L4 mit folgenden Produktionen:
S—A S—B,S— AB,

A—a A— ad,
B —b B—bB

THEO 2.1 Phrasenstrukturgrammatik, Chomsky-Grammatik
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2.2 Die Chomsky-Hierarchie

Sei G = (V, %, P, S) eine Phrasenstrukturgrammatik.

@ Jede Phrasenstrukturgrammatik (Chomsky-Grammatik) ist (zunichst)
automatisch vom Typ 0.

@ Eine Chomsky-Grammatik heiBt (I&ngen-)monoton, falls fiir alle Regeln
a—=>pBePmita#S

gilt:
lal < 18],

und, falls S — € € P, dann das Axiom S auf keiner rechten Seite vorkommt.

THEO 2.2 Die Chomsky-Hierarchie
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© Eine Chomsky-Grammatik ist vom Typ 1 (auch: kontextsensitiv), falls sie monoton
ist und fiir alle Regeln o — 8 in P mit a # S gilt:

a=dAd" und B =d/B'a”

fiir geeignete A€V, o/,a” € (VUX)* und 8 € (VUI)T.
Q Eine Chomsky-Grammatik ist vom Typ 2 (auch: kontextfrei), falls sie monoton ist
und fiir alle Regeln o — B € P gilt:

acV.

Bemerkung: Manchmal wird “kontextfrei” auch ohne die Monotonie-Bedingung
definiert; streng monoton schlieBt dann die Monotonie mit ein, so dass € nicht als
rechte Seite vorkommen kann.

THEO 2.2 Die Chomsky-Hierarchie
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@ Eine Chomsky-Grammatik ist vom Typ 3 (auch: reguldr, rechtslinear), falls sie
monoton ist und fiir alle Regeln o« — £ in P mit 3 # € gilt:

acVund BeXTUT*V.

Auch hier gilt die entsprechende Bemerkung zur Monotonie-Bedingung.

THEO 2.2 Die Chomsky-Hierarchie
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Beispiel 10

@ Die folgende Grammatik ist regular:

S —e S— A,
A —aa, A — acdA

@ Eine Produktion

A — Becde
heiBt linkslinear.
@ Eine Produktion
A — abcDef
heiBt linear.
THEO 2.2 Die Chomsky-Hierarchie
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Definition 11

Eine Sprache L C X* heiBt vom Typ k, k € {0, 1,2, 3}, falls es eine
Chomsky-k-Grammatik G mit L(G) = L gibt.

In der Chomsky-Hierarchie bilden also die Typ-3- oder reguldren Sprachen die kleinste,
unterste Stufe, dariiber kommen die kontextfreien, dann die kontextsensitiven
Sprachen. Oberhalb der Typ-1-Sprachen kommen die Typ-0-Sprachen, die auch
rekursiv aufzdhlbar oder semi-entscheidbar genannt werden. Dariiber (und nicht mehr
Teil der Chomsky-Hierarchie) findet sich z.B. die Klasse aller formalen Sprachen.

In Typ-3-Grammatiken miissen entweder alle Produktionen rechtslinear oder alle
linkslinear sein.

Uberlegen Sie sich eine lineare Grammatik, deren Sprache nicht regular ist!
(Beweismethode spater!)

THEO 2.2 Die Chomsky-Hierarchie
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alle formalen Sprachen

ontextsensitiv

kontextfrei

regular

THEO
@©Ernst W. Mayr

2.2 Die Chomsky-Hierarchie




Lemma 12
Sei G = (V,%, P, S) eine Chomsky-Grammatik, so dass alle Produktionen o — [ die
Bedingung o € V' erfiillen. Dann ist L(G) kontextfrei.

Beweis:
Definition 13 Bestimme alle nullierbaren A € V:
Ein AeV mit A—>"¢ N:={AeV; (A—¢) e P}
heiBt nullierbar. N':=9
while N #£ N’ do
N =N

N:=NU{AeV,
(3(A—p) e P)[B e N™]}
od
Wie man leicht durch Induktion sieht, enthilt N zum Schluss genau alle nullierbaren
AeV.

THEO 2.2 Die Chomsky-Hierarchie
@©Ernst W. Mayr



Sei nun G eine Grammatik, so dass alle linken Seiten € V, aber die
Monotoniebedingung nicht unbedingt erfiillt ist.
Modifiziere G zu G’ mit Regelmenge P’ wie folgt:

Q fiir jedes (A — x129---xy,) € P, n > 1, fiige zu P’ alle Regeln A — y1y2 -+ yn
hinzu, die dadurch entstehen, dass fiir nicht-nullierbare x; y; := x; und fiir
nullierbare x; die beiden Moglichkeiten y; := z; und y; := € eingesetzt werden,
ohne dass die ganze rechte Seite = € wird.

@ falls S nullierbar ist, sei T ein neues Nichtterminal; fiige zu P’ die Regeln S — ¢

und S — T hinzu, ersetze S in allen rechten Seiten durch T und ersetze jede
Regel (S — x) € P/, || > 0, durch T — .

THEO 2.2 Die Chomsky-Hierarchie
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Lemma 14
G' = (VUT,X, P, S) ist kontextfrei, und es gilt

L(G') = L(G) .
Beweis:
Klar!
THEO 2.2 Die Chomsky-Hierarchie
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Auch fiir reguldre Grammatiken gilt ein entsprechender Satz iiber die “Entfernbarkeit”
nullierbarer Nichtterminale:

Lemma 15
Sei G = (V, X, P, S) eine Chomsky-Grammatik, so dass fiir alle Regeln o« — (3 € P gilt:

aeVundBeX UX*V.

Dann ist L(G) regular.

E_Seweis:
Ubungsaufgabe! O

THEO 2.2 Die Chomsky-Hierarchie
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Beispiel 16

Typ 3: L ={a"; n € N}, Grammatik: S — a,
S —= aS

Typ 2: L ={a"b"; n € No}, Grammatik: S — ¢,
S = T,
T — ab,
T — aTb
Wir bendtigen beim Scannen einen Zahler.
THEO 2.2 Die Chomsky-Hierarchie
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Beispiel 16 (Forts.)

Typ 1: L ={a"b"c"; n € N}, Grammatik: S — aSXY,
S = abY,
Yx — XY,
bX — Db,
bY —  be,
Y — cc

Wir bendtigen beim Scannen mindestens zwei Zahler.

Bemerkung: Diese Grammatik entspricht nicht unserer Definition des Typs 1, sie
ist aber (langen-)monoton. Wir zeigen als Hausaufgabe, dass monotone und Typ
1 Grammatiken die gleiche Sprachklasse erzeugen!

THEO 2.2 Die Chomsky-Hierarchie
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Die Backus-Naur-Form (BNF) ist ein Formalismus zur kompakten Darstellung von

Typ-2-Grammatiken.
o Statt

schreibt man

THEO
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A — ,61
A — ,32
A — B,
A = BilBa|...|Bn
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Die Backus-Naur-Form (BNF) ist ein Formalismus zur kompakten Darstellung von
Typ-2-Grammatiken.

o Statt
A — ay
A — afy
schreibt man
A — off]y.

(D.h., das Wort /3 kann, muss aber nicht, zwischen « und ~ eingefiigt werden.)

THEO 2.2 Die Chomsky-Hierarchie
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Die Backus-Naur-Form (BNF) ist ein Formalismus zur kompakten Darstellung von
Typ-2-Grammatiken.

o Statt
A — ay
A — aBy
B —
B — pB
schreibt man
A — ofB}y.
(D.h., das Wort 3 kann beliebig oft (auch Null mal) zwischen « und ~ eingefiigt
werden.)
THEO 2.2 Die Chomsky-Hierarchie
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Beispiel 17

(Satz)
(Subjekt)
(Pridikat)
(Artikel)
(Attribut)
(Adjektiv)
(Substantiv)

A A

(Subjekt) (Pradikat) (Objekt)
(Artikel) (Attribut) (Substantiv)
ist|hat|. ..

e|der|die|das|ein| . ..
{(Adjektiv) }

gross|klein|schon| . . .

THEO
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2.3 Das Wortproblem

Beispiel 18 (Arithmetische Ausdriicke)

<expr> — <term>

<expr> — <expr> + <term>
<term> — (<expr>)

<term> — <term> X <term>
<term> — al|b| ... |z

Aufgabe eines Parsers ist nun, zu priifen, ob eine gegebene Zeichenreihe einen giiltigen
arithmetischen Ausdruck darstellt und, falls ja, ihn in seine Bestandteile zu zerlegen.

THEO 2.3 Das Wortproblem
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Sei G = (V, X, P,S) eine Grammatik.
Definition 19
@ Wortproblem: Gegeben ein Wort w € 3%, stelle fest, ob

we L(G)?

@ Ableitungsproblem: Gegeben ein Wort w € L(G), gib eine Ableitung S =7 w an,
d.h. eine Folge
S = «w(o) —a w(l) —a - —a w(n) = w

mit w® € (ZUV)* firi=1,...,n.

© uniformes Wortproblem: Wortproblem, bei dem jede Probleminstanz sowohl die
Grammatik GG wie auch die zu testende Zeichenreihe w enthilt. Ist G dagegen global
festgelegt, spricht man von einem nicht-uniformen Wortproblem.

THEO 2.3 Das Wortproblem
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Bemerkung:

Das uniforme wie auch das nicht-uniforme Wortproblem ist fiir Typ-0-Sprachen (also
die rekursiv-aufzahlbare Sprachen) im Allgemeinen nicht entscheidbar. Wir werden
spater sehen, dass es zum Halteproblem fiir Turingmaschinen dquivalent ist.

Es gilt jedoch
Satz 20
Fiir kontextsensitive Grammatiken ist das Wortproblem entscheidbar.

Genauer: Es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe einer kontextsensitiven Grammatik
G = (V,X, P,S) und eines Wortes w in endlicher Zeit entscheidet, ob w € L(G).

THEO 2.3 Das Wortproblem
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Beweisidee:
Angenommen w € L(G). Dann gibt es eine Ableitung

mit w® € (ZUV)* firi=1,...,L
Da aber G kontextsensitiv ist, gilt (falls w # €)
lw@] < Jw®] < < @]

)

d.h., es geniigt, nur Woérter in (X UV)* der Lange < |w| zu betrachten.

THEO 2.3 Das Wortproblem
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Beweis:
SeioBdA w#eundsei T = {w e (XUV)*; |[u|<nund

w' ldsst sich aus S in < m Schritten ableiten}
Diese Mengen kann man fiir alle n und m induktiv wie folgt berechnen:

v = {S}
noo= Tru{w e (ZUV)* v <nund

w” — w' fiir ein w” € T}

Beachte: Fiir alle m gilt: |T72| < 3% [SU V.
Es muss daher, fiir festes n, immer ein mg geben mit

m __gmn _
Tn =T = .

THEO 2.3 Das Wortproblem
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Beweis (Forts.):

Algorithmus:
n = |w|
T :={S}
T =0
while T # T’ do
T :=T
T:=T'U{w €(VUI)"; [u <n, (3" eT)w" — v}
od
if w e T return ,ja" else return , nein” fi

THEO 2.3 Das Wortproblem
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Beispiel 21
Gegeben sei die Typ-2-Grammatik mit den Produktionen

S — abund S — aSh
sowie das Wort w = abab.
Ty, = {S}
7! = {S,ab,aSh}

T¢ = {S,ab,aSbh,aabb} aaSbb ist zu lang!
Ty = {S,ab,aSb,aabb}

Also lasst sich das Wort w mit der gegebenen Grammatik nicht erzeugen!

THEO 2.3 Das Wortproblem
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Bemerkung:
Der angegebene Algorithmus ist nicht sehr effizient! Fiir kontextfreie Grammatiken gibt
es wesentlich effizientere Verfahren, die wir spater kennenlernen werden!

THEO 2.3 Das Wortproblem
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2.4 Ableitungsgraph und Ableitungsbaum

Grammatik: Beispiel:

S — AB /S\
A — adA /A\ /B\
A = a a A b B
B — bB /\ /\
B — b ¢ ’? b 1‘3

aaa — C \ a b
ch — a c/

\a

Die Symbole ohne Kante nach unten entsprechen, von links nach rechts gelesen, dem
durch den Ableitungsgraphen dargestellten Wort.

THEO
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Grammatik:

Wwe s n
A

aaa

AB
aA

bB

Beispiel:

Dem Ableitungsgraph entspricht z.B. die Ableitung

S — AB — aAB — aAbB — aaAbB — aa AbbB —
—  aaabbB — aaabbb — cbbb — abb

THEO
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Beobachtung:

Bei kontextfreien Sprachen sind die Ableitungsgraphen immer Baume.

Beispiel 22
Grammatik:
S
S
A
B

L4l

AbleitungsbaumAbleitungsbaume:

aB

i A/S\ /\B
Zi) a/ \b c a b/ \C

Fiir das Wort abc gibt es zwei verschiedene Ableitungsbaume.

THEO
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Definition 23

@ Eine Ableitung

eines Wortes w heiBt Linksableitung, wenn fiir jede Anwendung einer Produktion
a — B auf w® = zaz gilt, dass sich keine Regel der Grammatik auf ein echtes
Prafix von za anwenden lasst.

e Eine Grammatik heiBt eindeutig, wenn es fiir jedes Wort w € L(G) genau eine
Linksableitung gibt. Nicht eindeutige Grammatiken nennt man auch mehrdeutig.

@ Eine Sprache L heiBt eindeutig, wenn es fiir L eine eindeutige Grammatik gibt.
Ansonsten heiBt L mehrdeutig.

Bemerkung: Eindeutigkeit wird meist fiir kontextfreie (und reguldre) Grammatiken
betrachtet, ist aber allgemeiner definiert.

THEO 2.3 Ableitungsgraph und Ableitungsbaum
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Beispiel 24
Grammatik:

S

S
A
B

L1l

aB
Ac
ab
be

Ableitungsbaume:

/\ /\B
a/ \b C a b/ \c

Beide Ableitungsbaume fiir das Wort abc entsprechen Linksableitungen.

THEO
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Beispiel 25

Grammatik: Ableitung:
S — AB /S\
A — dA A B
A — a / \ / N\
a A b B

B — bB /\ /\
B — b a A b B

aga — ¢ \ (|l l|)
ch — a c/

Eine Linksableitung ist a

S — AB — aAB — aaAB — aaaB — ¢B —
— ¢bB — aB — abB — abb

THEO
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Beispiel 25

Grammatik: Ableitung:
S — AB /S\
A — dA A B
A — a / \ / N\
a A b B

B — bB /\ /\
B — b a A b B

aga — ¢ \ (|l l|)
ch — a c/

Eine andere Linksableitung fiir abb ist a

S — AB — aB — abB — abb .

THEO
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Beispiel 25
Grammatik:

Die Grammatik ist also mehrdeutig.

THEO
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Ableitung:
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3. Reguldre Sprachen

3.1 Deterministische endliche Automaten

Definition 26

Ein deterministischer endlicher Automat (englisch: deterministic finite automaton, kurz
DFA) wird durch ein 5-Tupel M = (Q, %, J, qo, F') beschrieben, das folgende
Bedingungen erfiillt:

@ ( ist eine endliche Menge von Zustanden.

@ Y ist eine endliche Menge, das Eingabealphabet, wobei Q N Y = ().

© ¢y € Q ist der Startzustand.

Q@ F C (@ ist die Menge der Endzustande (oder auch akzeptierenden Zustinde)
Q@ § : Q x X — Q heiBt Ubergangsfunktion.

THEO 3.1 Deterministische endliche Automaten
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Die von M akzeptierte/erkannte Sprache ist
L(M):={weX" 5(qo,w) e F},

wobei & : Q x ©* — Q induktiv definiert ist durch

A

Aé(q,e) = q firalle g € @
d(q,ax) = 6(6(q,a),x) firalleqge @,aeX
und x € ¥*

Bemerkung: Endliche Automaten kdnnen durch (gerichtete und markierte)
Zustandsgraphen veranschaulicht werden:

e Knoten = Zusténden

e Kanten = Ubergingen

@ genauer: eine mit a € ¥ markierte Kante (u,v) entspricht §(u,a) = v

Der Anfangszustand wird durch einen Pfeil, Endzustédnde werden durch doppelte Kreise
gekennzeichnet.

THEO 3.1 Deterministische endliche Automaten
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Beispiel 27

Sei M = (Q,%,6,q, F),

wobei

Q = {9,901, 6}
Y = {a,b}
F o= {g}

6(g0,a) = @

6(q0,0) = g3

6(qr,a) = @

6(q1,0) = qo

6(g2,a) = g3

6(g2,:0) = @

6(gs,a) = qo

(g3, b) i

THEO 3.1 Deterministische endliche Automaten
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Satz 28
Sei M = (Q,%,6,q0, F) ein deterministischer endlicher Automat und

P = {q¢—aqd; 6(qa)=¢}U{qg—a; 6(q,a) € F}

eine Menge von Produktionen, zu der wir, falls qo € F, noch die Produktion qy — €
hinzufiigen (und dann, falls nétig, ndmlich wenn qo auf der rechten Seite einer
Produktion vorkommt, die Monotoniebedingung wiederherstellen).

Dann ist die Grammatik G = (Q, %, P, qo) regular.

Beweis:
Offensichtlich! O

THEO 3.1 Deterministische endliche Automaten
@©Ernst W. Mayr



Beispiel 29

THEO
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Produktionen:

q0
q1
q2
q3
g2

3.1 Deterministische endliche Automaten

q0

VR

aqi
aqz
aqs
aqo
a

q0
q1
q2
q3
q0

AN

—  aq; — abqg

bgs
bqo
bqy
bz

—  abaq; — abaags

—  abaaa € L(G)




Satz 30
Sei M = (Q,%,0,qo, F) ein endlicher deterministischer Automat. Dann gilt fiir die
soeben konstruierte regulire Grammatik G

Beweis:

Der Fall w = € ist klar. Sei nun w = ajas - --a, € 1. Dann gilt gemaB Konstruktion:

we L(M)

< 3qo,q1,...,q, € Q: qo Startzustand von M,
Vi=0,...,n—1:0(qi,aiy+1) = Gi+1, @n € F

< 3qo,q1,...,qn_1 € V: qo Startsymbol von G
go — a1q1 — a1a2ga —» +++ —> a1 - Ap—19n—1 —
— a1 ap-10n

& we L(G)

THEO 3.1 Deterministische endliche Automaten
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3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition 31

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (englisch: nondeterministic finite
automaton, kurz NFA) wird durch ein 5-Tupel N = (@, %, 0, S, F') beschrieben, das
folgende Bedingungen erfiillt:

@ ( ist eine endliche Menge von Zustinden.

@ Y ist eine endliche Menge, das Eingabealphabet, wobei Q N X = ().
© S C Q ist die Menge der Startzustidnde.

Q@ I C @ ist die Menge der Endzustdnde.

Q /:Q x X — P(Q) heiBt Ubergangsrelation.

THEO 3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten
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Die von N akzeptierte Sprache ist

~

L(N) :={w € X% (S, w) N F # 0},
wobei 4 : P(Q) x £* — P(Q) wieder induktiv definiert ist durch
Q) = Q@ vQ'cQ
6(Qaz) = o(| 8(g.a),0) VQ'CQVae N Ve

qeqQ’

THEO 3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten
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Beispiel 32 0,1

O——0

NFA fiir Binarzeichenreihen, deren viertletztes Zeichen 1 ist

THEO 3.2 Nichtdeterministische endliche Automaten
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3.3 Aquivalenz von NFA und DFA

Satz 33
Fiir jede von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierte Sprache L

gibt es auch einen deterministischen endlichen Automaten M mit

L=L(M).

THEO 3.3 Aquivalenz von NFA und DFA
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Beweis:
Sei N = (Q,%,4,5, F) ein NFA.

Definiere
Q M :=(Q,%,,qpF), mit
Q@ Q' :=PQ) (P(Q) = 22 Potenzmenge von Q)
Q 0'(Q",a) == Uy eqn (¢, a) firalle Q" € Q' a € X
Q ¢:=5
Q@ F={Q"CQ; Q"NF#0}

Also

NFAN: Q@ £ 6 S F
DFA M': 2¢ © ¢ S F’

THEO 3.3 Aquivalenz von NFA und DFA
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Beweis (Forts.):

Es gilt:

Der zugehérige Algorithmus zur Uberfiihrung eines NFA in einen DFA heiBt
Teilmengenkonstruktion, Potenzmengenkonstruktion oder Myhill-Konstruktion.

THEO 3.3 Aquivalenz von NFA und DFA
@©Ernst W. Mayr




3.4 NFA’s mit -Ubergingen

Definition 34 )
Ein (nichtdeterministischer) endlicher Automat A mit e-Ubergangen ist ein 5-Tupel
analog zur Definition des NFA mit

5:Q % (Sw{ed) = PQ).

Ein e-Ubergang wird ausgefiihrt, ohne dass ein Eingabezeichen gelesen wird. Wir
setzen 0.B.d.A. voraus, dass A nur einen Anfangszustand hat.

0 1

THEO 3.4 NFA’s mit e-Ubergéngen
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Definiere fiir alle a € ¥ B R
d(gq,a) :==9d(q, e ac”) .

Falls A das leere Wort € mittels e-Ubergingen akzeptiert, also F N S(qo, €*) # (), dann
setze zusatzlich
F:=FU{q} .

Satz 35

A

w e L(A) < 6(S,w)N F#£0.

Beweis:
Hausaufgabe! O
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3.5 Entfernen von e-Ubergingen

Satz 36

Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten A mit e-Ubergangen gibt es

einen nichtdeterministischen endlichen Automaten A’ ohne e-Ubergénge, so dass gilt:

L(A) = L(A")

Beweis: B
Ersetze § durch 6 und F durch F’ mit

o [F e ¢ L(4)
FU{g} eeL(4)

THEO 3.5 Entfernen von s-Ubergéngen
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Beispiel 37

THEO 3.5 Entfernen von e-Ubergingen
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3.6 Endliche Automaten und regulare Sprachen

Satz 38

Ist G = (V,%, P, S) eine rechtslineare (also reguldre) Grammatik (0.B.d.A. sind die
rechten Seiten aller Produktionen aus X UXV ), soist N = (VW {X},%,6,{S}, F),
(wobei X ein neues Nichtterminal-Symbol ist), mit

{S,X}, fallsS—eecP
{X}, sonst

und, fiir alle A,B €V, a € ¥ U {e},

B e d(A,a) = A —aB und
X €0(A,a) = A—a

ein nichtdeterministischer endlicher Automat, der genau L(G) akzeptiert.

THEO 3.6 Endliche Automaten und reguldre Sprachen
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Beweis: )
Aus der Konstruktion folgt, dass N ein NFA ist (i.A. mit e-Ubergéngen).
Durch eine einfache Induktion iiber n zeigt man, dass eine Satzform

aias - an—1A bzw. aras - - - ap,

in G genau dann ableitbar ist, wenn fiir die erweiterte Ubergangsfunktion 6 des zu N
aquivalenten NFA ohne e-Ubergange gilt:

Ae S(S,alag Cep—1)

bzw.

N

X €0(S,a1az---ay)
(bzw., fiir n = 0, F N6(S,€) # 0).

THEO 3.6 Endliche Automaten und reguldre Sprachen
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Zusammenfassend ergibt sich:

Satz 39
Die Klasse der reguldren Sprachen (Chomsky-3-Sprachen) ist identisch mit der Klasse
der Sprachen, die

e von DFA’s akzeptiert/erkannt werden,
@ von NFA's akzeptiert werden,

e von NFA’s mit e-Ubergangen akzeptiert werden.

Beweis:

Wie soeben gezeigt. O
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3.7 Reguldre Ausdriicke

Reguldre Ausdriicke sollen eine kompakte Notation fiir spezielle Sprachen sein, wobei
endliche Ausdriicke hier auch unendliche Mengen beschreiben kdnnen.

Definition 40
Regulare Ausdriicke sind induktiv definiert durch:
@ 0 ist ein regulirer Ausdruck.
@ ¢ ist ein reguldrer Ausdruck.
© Fiir jedes a € X ist a ist ein reguldrer Ausdruck.

© Wenn « und 3 reguldre Ausdriicke sind, dann sind auch («), a8, («|B) (hierfiir
wird oft auch (a + ) geschrieben) und («)* reguldre Ausdriicke.

© Nichts sonst ist ein reguldrer Ausdruck.

Bemerkung: Ist « atomar, so schreiben wir statt («)* oft auch nur a*.

THEO 3.7 Reguldre Ausdriicke
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Zu einem reguldren Ausdruck ~ ist die zugehdrige Sprache L(7) induktiv definiert
durch:

Definition 41

@ Falls v =0, so gilt L(y) = 0.
@ Falls v =¢, so gilt L(y) = {e}.
@ Falls v = q, so gilt L() = {a}.
Q Falls v = («), so gilt L(y) = L(«).
@ Falls v = af, so gilt
L(v) = L(a)L(B) = {uv; u € L(a),v € L(B)} .
Q Falls vy = (a| f), so gilt

L(v) = L(e) UL(B) = {u; u € L(e) Vu € L(B)} .
@ Falls v = ()", so gilt
L(y) = L(a)" = {ujua ... up; n € No,u1,...,u, € L(a)} .
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Beispiel 42
Sei das zugrunde liegende Alphabet ¥ = {0, 1}.

o alle Worter, die gleich 0 sind oder mit 00 enden:

(01 (0]1)700)
@ alle Woérter, die 0110 enthalten:

(0]1)*0110(0[1)*
o alle Worter, die eine gerade Anzahl von 1'en enthalten:

(0*10*1)*0"
o alle Worter, die die Binardarstellung einer durch 3 teilbaren Zahl darstellen, also
0,11,110,1001,1100, 1111, 10010, .. .

Hausaufgabe!

THEO 3.7 Reguldre Ausdriicke
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Satz 43
Eine Sprache L. C X* ist genau dann durch einen reguldren Ausdruck darstellbar, wenn
sie regular ist.

Beweis:
="
Sei also L = L(7).

Wir zeigen: 3 NFA N mit L = L(N) mit Hilfe struktureller Induktion.

Induktionsanfang: Falls v = 0, v = ¢, oder v = a € ¥, so folgt die Behauptung
unmittelbar.

THEO 3.7 Reguldre Ausdriicke
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Induktionsschritt:

v = af:
nach Induktionsannahme 3 NFA N, und Ng mit

L(Na) = L(a) und L(Nj) = L(8) .

THEO 3.7 Regulidre Ausdriicke
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Induktionsschritt (Forts.):

7= (o] B):
nach Induktionsannahme 3 NFA N, und Ng mit

L(Na) = L(a) und L(Nj) = L(8) .

THEO 3.7 Reguldre Ausdriicke
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Induktionsschritt (Forts.):

7= ()"
nach Induktionsannahme 3 NFA N, mit
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“:
Sei M
einen regularen Ausdruck v mit L(M) = L(y).

Sei Q = {qo,-..,qn}. Wir setzen

Rf- :={w € ¥*; die Eingabe w iiberfiihrt den im Zustand
¢; gestarteten Automaten in den Zustand g;, wobei alle
zwischendurch durchlaufenen Zustidnde einen Index

kleiner gleich k haben}

Behauptung: Fiir alle i,5 € {0,...,n} und alle k € {-1,0,1,...,n} gilt:
Es gibt einen reguldren Ausdruck ozfj mit L(afj) = Rf]

THEO 3.7 Reguldre Ausdriicke
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=(Q,X%,9,qo, F) ein deterministischer endlicher Automat. Wir zeigen: es gibt




Bew.:

Induktion iiber k:
k = —1: Hier gilt
1 J{a e ¥ 6(aia) = g5}, falls i # j
Y {e € 8(gia) = g} U e}, fallsi=j

Ri_j1 ist also endlich und lasst sich daher durch einen reguldren Ausdruck ozi_jl

beschreiben.

THEO
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Bew.:

Induktion tber k:
k = k+ 1: Hier gilt

R = R U R (R 1) Ri

v k k
aszl = ( Q5 | aik+1(ak+1 ht1)” ak—l—lj)
Somit gilt: L(M) = L((agy, | agp, | - | ag,)), wobei fi, ..., f die Indizes der

Endzustande seien.

[(Satz 43)
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3.8 Abschlusseigenschaften regularer Sprachen

Satz 44
Seien Ry, Ry C X* reguldre Sprachen. Dann sind auch

Ri1 Ry, R1 U Rs, RT, D \Rl(:: R_l), RiN Ry

reguldre Sprachen.

Beweis:
Ri Ry, R1 U R, RT klar.

S*\Ri : Sei Ry =L(A),ADFA A= (Q,%,8q,F),
0 vollstandig.
Betrachte A" = (Q,%,6,q0,Q \ F).
Dann ist L(A') = %\ L(A)

RiNRy : De Morgan

THEO 3.8 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen
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Die Produktkonstruktion fiir DFAs

Zwei DFAs laufen parallel und synchron, ein Eingabewort wird akzeptiert gdw beide
Automaten es akzeptieren.

Satz 45
Seien M = (Ql, >, 01, Sl,Fl) und My = (Q2, 3, 09, S9, FQ) zwei DFAs. Dann ist der
Produkt-Automat

M = (Ql X Q27Z75a (51732)7F1 X FQ)

mit §((q1,q2),a) := (01(q1,a), d2(q2, a)) fiir alle g1 € Q1,q2 € Q2 und a € ¥ ein DFA,
der L(My) N L(Myz) erkennt.

THEO 3.8 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen
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Beweis:
Induktion iber |w]|. Es gilt:

5((s1,82),w) € F1 x Fy
(81(81,11}),82(32,’[1))) € F| x Fy
81(51,’[0) e Fi N 82(82,’(0) e Fy
w e L(Ml) Nw &€ L(M2

w e L(My) N L(Ms).

w € L(M)

teo 00

Frage: Funktioniert die Produktkonstruktion fiir den Durchschnitt auch bei NFAs?
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Definition 46
Die Umkehrung(Spiegelung) eines Wortes w = ay - - - ay, ist

W= Ap - aq .
Die Umkehrung einer Sprache L ist

L= {whwelL}.

Satz 47
Ist L eine regulire Sprache, dann auch L%.
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Beweis:
Sei M = (Q,%,0,qo, F) ein DFA mit L = L(M). Wir konstruieren einen e-NFA

N = (Q S {q6}7 Ea 6/7 Q(/)a {qO}) wie fOlth
@ wir kehren alle Uberginge um, d.h., §(¢,a) = p gdw ¢ € &' (p);
e wir fiigen einen neuen Startzustand g hinzu, mit e-Ubergingen zu allen f € F;

e wir machen ¢p zum (alleinigen) Endzustand von N.

Indem man die Folge der Uberginge von M bei einer beliebigen Eingabe w € ©*
riickwarts verfolgt, ist nun leicht zu sehen, dass

L(N)=L~%.
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Definition 48

Substitution (mit reguldren Mengen) ist eine Abbildung, die jedem a € ¥ eine regulére
Sprache h(a) zuordnet. Diese Abbildung wird kanonisch auf ¥* erweitert.

Ein Homomorphismus ist eine Substitution, so dass fiir alle a € ¥ die Menge h(a)
genau ein Wort enthilt, also |h(a)| = 1.

Satz 49
Regulare Sprachen sind unter (reguldrer) Substitution, Homomorphismus und inversem
Homomorphismus abgeschlossen.

THEO 3.8 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen
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Beweis:
Wir zeigen (nur) die Behauptung fiir den inversen Homomorphismus.
Sei h: A — X* ein Homomorphismus, und sei R C X* regular.

Zu zeigen: h=1(R) C A* ist regulir.
Sei A= (Q,%,6,q0, F), L(A) = R.
Betrachte A" = (Q, A, ¥, qo, F), mit

§'(q,a) = (¢, h(a)) VgeQ,acA.

Also gilt

5" (qo, w) = 8(qo, h(w)) € F < h(w) € R < w € h™ (R)

THEO 3.8 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen
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Definition 50
Seien Ly, Ly C ¥*. Dann ist der Rechtsquotient

Ly/Ly = {z € X% (Jy € Ly)[zy € L]} .

Satz 51
Seien R, L C ¥*, R reguldr. Dann ist R/L regular.

Beweis:
Sei A DFA mit L(A) = R, A = (Q, %, 6, qo, F).

F' = {qe@; (ByeL)dqy) e Fl}
A/ = (Q,E,(s, CIO7FI)

Dann ist L(A') = R/L. O

THEO 3.8 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen
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Lemma 52 .
Es gibt einen Algorithmus, der fiir zwei (nichtdeterministische, mit e-Ubergangen)
endliche Automaten A1 und As entscheidet, ob sie dquivalent sind, d.h. ob

L(A1) = L(A2) .

Beweis:
Konstruiere einen endlichen Automaten fiir (L(A;) \ L(A2)) U (L(A2) \ L(A1))
(symmetrische Differenz). Priife, ob dieser Automat ein Wort akzeptiert. O

THEO 3.8 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen
@©Ernst W. Mayr



Satz 53 (Pumping Lemma fiir reguldre Sprachen)
Sei R C ¥* reguldr. Dann gibt es ein n > 0, so dass fiir jedes z € R mit |z| > n es
u, v, w € X* gibt, so dass gilt:

Q 2z =uww,

Q |uv| < n,

Q |v| > 1, und

Q Vi>0: wwe R.

THEO 3.8 Abschlusseigenschaften regulirer Sprachen
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Beweis:
Sei R=L(A),A=(Q,%,0,q,F).

Sei n = |Q|. Sei nun z € R mit |z| > n.

Sei go = ¢©, ¢, ¢@ ... ¢U#D die beim Lesen von z durchlaufene Folge von

Zustanden von A. Dann muss es 0 < i < j < n < |z| geben mit ¢ = ¢,

Seien nun wu die ersten i Zeichen von z, v die niachsten j — i Zeichen und w der Rest.

=z = ww,|v] > 1,|uw| <n,uwwlwe R VI >0.

THEO 3.8 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen
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Beispiel fiir die Anwendung des Pumping Lemmas:

Satz 54
L ={0™"; m > 0} ist nicht regular.

Beweis:
Angenommen, L sei doch regular.
Sei n wie durch das Pumping Lemma gegeben. Wahle m > n. Dann gibt es ein r mit
1 <r < n, so dass gilt:
0™+ € L fiir alle i € No .

Aber:
m?2<m?+r<m*+m<mi+t2m+1l=(m+1)*!

THEO 3.8 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen
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Denkaufgabe:

THEO
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{a'b?; i > 0} ist nicht regular.

3.8 Abschlusseigenschaften regulirer Sprachen




Definition 55
Sei L C ¥* eine Sprache. Definiere die Relation =7 C ¥* x ¥* durch

r=pye VzeXMzze L < yz e L

Lemma 56
=, ist eine rechtsinvariante Aquivalenzrelation.

Dabei bedeutet rechtsinvariant:

=y = zu=p yu fir alle u .

Beweis:
Klar!

THEO 3.8 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen
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Satz 57 (Myhill-Nerode)
Sei L C ¥*. Dann sind 4quivalent:
Q L ist regulir
@ =, hat endlichen Index (= Anzahl der Aquivalenzklassen)

© L ist die Vereinigung einiger der endlich vielen Aquivalenzklassen von =,

THEO 3.8 Abschlusseigenschaften reguldrer Sprachen
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Beweis:
(1)=(2):

Sei L = L(A) fiir einen DFA A = (Q, %, 9, qo, F').

Dann gilt R R
0(q0,x) = 0(q0,y) = z=ry.

Also gibt es hdchstens so viele Aquivalenzklassen, wie der Automat A Zustinde hat.

THEO
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Beweis:
(2)=(3):

Sei [z] die Aquivalenzklasse von z, y € [z] und z € L.

Dann gilt nach der Definition von =y

yeL

THEO
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Beweis:
(3)=(1):
Definiere A’ = (Q', X, ¢, ¢}, F') mit

Q = {z]; ze¥*}  (Q endlich!)

G = [
§([z],a) = [za] VzeX*,aeX  (konsistent!)
F' = {[z]; z €L}

Dann gilt:
LA =L

THEO 3.8 Abschlusseigenschaften regulirer Sprachen
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3.9 Konstruktion minimaler endlicher Automaten

Satz 58

Der nach dem Satz von Myhill-Nerode konstruierte deterministische endliche Automat
hat unter allen DFA's fiir L. eine minimale Anzahl von Zustanden.

Beweis:
Sei A= (Q,%,0,q0, F) mit L(A) = L. Dann liefert

T =AY & 3((]0,33) = 5(1107 y)

eine Aquivalenzrelation, die =, verfeinert.
Also gilt: |Q| = index(=4) > index(=1,) = Anzahl der Zustdnde des
Myhill-Nerode-Automaten. Ol
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Algorithmus zur Konstruktion eines minimalen FA

Eingabe: A(Q,3,9,q0, F) DFA (L = L(A))

Ausgabe: Aquivalenzrelation auf Q.

O Entferne aus () alle uiberfliissigen, d.h. alle von gy aus nicht erreichbaren
Zustande. Wir nehmen nun an, dass () keine iiberfliissigen Zustinde mehr enthilt.

© Markiere alle Paare {g;,¢;} € Q* mit

¢ € Fund ¢; ¢ F bzw. ¢; ¢ F'und ¢; € F'.

THEO 3.9 Konstruktion minimaler endlicher Automaten
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@ for alle unmarkierten Paare {g;,q;} € Q?, ¢; # ¢; do
if (3a € ¥)[{d(gi,a),0(gj,a)} ist markiert] then
markiere {g;, q;};
for alle {¢,¢'} in {gi,q;}'s Liste do
markiere {q, ¢’} und I8sche aus Liste;
ebenso rekursiv alle Paare in der Liste von {q,q’} usw.
od
else
for alle a € X do
if 9(qi,a) # (g, a) then
trage {gi,q;} in die Liste von {6(gi, a),d(gj,a)} ein
fi
od
fi
od
© Ausgabe: ¢ dquivalent zu ¢’ < {q, ¢’} nicht markiert.

THEO 3.9 Konstruktion minimaler endlicher Automaten
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Satz 59
Obiger Algorithmus liefert einen minimalen DFA fiir L(A).

Beweis:
Sei A" =(Q',%',¥,q), F') der konstruierte Aquivalenzklassenautomat.

Offensichtlich ist L(A) = L(A").
Es gilt: {q,q’} wird markiert gdw

(3w e 29)[6(q,w) € F Ad(¢',w) ¢ F oder umgekehrt],

wie man durch einfache Induktion iiber |w| sieht.
Also: Die Anzahl der Zusténde von A’ (ndmlich |Q']) ist gleich dem Index von =y..

THEO 3.9 Konstruktion minimaler endlicher Automaten
@©Ernst W. Mayr

O]




Beispiel 60
Automat A:

Automat A’:
L(A') = 0°10*

THEO
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qo| q1| q2| 43| 44| g5
o| /| /1
Q [/
e | x| x| /I /1 /]/
a3 | X| X ANaN;
Qs | X| X /1)
g5 | x| x| x| x| x|/
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Satz 61

Sei A= (Q,%,9,q, F) ein DFA. Der Zeitaufwand des obigen
Minimalisierungsalgorithmus ist O(|Q|*|%]).

Beweis:
Fiir jedes a € X muss jede Position in der Tabelle nur konstant oft besucht werden.

THEO 3.9 Konstruktion minimaler endlicher Automaten
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3.10 Entscheidbarkeit

Beispiel 62

Wie wir bereits wissen, ist das Wortproblem fiir reguldre Grammatiken entscheidbar.
Wenn L durch einen deterministischen endlichen Automaten gegeben ist, ist dies (bei
festem Alphabet ¥) sogar in linearer Laufzeit moglich. Allerdings gilt, dass die
Uberfiihrung eines nichtdeterministischen endlichen Automaten in einen
deterministischen endlichen Automaten exponentielle Komplexitdt haben kann.

Die folgenden Probleme sind fiir Chomsky-3-Sprachen (also die Klasse der reguldren
Sprachen) entscheidbar:

THEO 3.10 Entscheidbarkeit
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Wortproblem: Ist ein Wort w in L(G) (bzw. L(A))?
Das Wortproblem ist fiir alle Grammatiken mit einem Chomsky-Typ
groBer 0 entscheidbar. Allerdings kann die Laufzeit exponentiell mit der

Wortlange n wachsen.
Fiir Chomsky-2- und Chomsky-3-Sprachen (d.h. -Grammatiken) gibt es

wesentlich effizientere Algorithmen.
Leerheitsproblem: Ist L(G) = (7
Das Leerheitsproblem ist fiir Grammatiken vom Chomsky-Typ 2 und 3

entscheidbar.
Fiir andere Typen lassen sich Grammatiken konstruieren, fiir die nicht

mehr entscheidbar ist, ob die Sprache leer ist.
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Endlichkeitsproblem: Ist |L(G)| < 007
Das Endlichkeitsproblem ist fiir alle regularen Grammatiken IGsbar.

Lemma 63
Sei n eine geeignete Pumping-Lemma-Zahl, die zur reguliren Sprache L gehért. Dann
gilt:

|L| = oo gdw (3z € L)[n < |z]| < 2n] .
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Beweis:

Wir zeigen zunachst <:

Aus dem Pumping-Lemma folgt: z = uvw fiir |z| > n und wv'w € L fiir alle i € Ny.
Damit erzeugt man unendlich viele Woérter.

Nun wird = gezeigt:

Dass es ein Wort z mit |z| > n gibt, ist klar (es gibt ja unendlich viele Wérter). Mit
Hilfe des Pumping-Lemmas lasst sich ein solches Wort auf eine Lange < 2n
reduzieren.

Damit kann das Endlichkeitsproblem auf das Wortproblem zuriickgefiihrt werden.

THEO 3.10 Entscheidbarkeit
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Schnittproblem: Ist L(G1) N L(Gs) = 07
Das Schnittproblem ist fiir die Klasse der reguldren Grammatiken
entscheidbar, nicht aber fiir die Klasse der Chomsky-2-Grammatiken.

Aquivalenzproblem_:_ Ist L(G1) = L(G2)?
Das Aquivalenzproblem l&dsst sich auch wie folgt formulieren:

Li=Ly, < (IiNL)U(LeNLy)=0

THEO 3.10 Entscheidbarkeit
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Wichtig fiir eine effiziente Losung der Probleme ist, wie die Sprache gegeben ist.
Hierzu ein Beispiel:

Beispiel 64

L = {w € {0,1}*; das k-letzte Bit von w ist gleich 1}

Ein NFA fiir diese Sprache ist gegeben durch:

8 1 @ 0,1 (32) 0,1 0,1 {@

Insgesamt hat der NFA k 4 1 Zustande. Man kann nun diesen NFA in einen
deterministischen Automaten umwandeln und stellt fest, dass der entsprechende DFA
Q(2%) Zustinde hat.
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Da die Komplexitat eines Algorithmus von der GréBe der Eingabe abhangt, ist dieser
Unterschied in der EingabegréBe natiirlich wesentlich, denn es gilt:

kurze Eingabe wie beim NFA =- wenig Zeit fiir einen effizienten Algorithmus,

lange Eingabe wie beim DFA = mehr Zeit fiir einen effizienten Algorithmus.

Es gilt allerdings, dass sich fiir das Wortproblem (uniform oder nicht-uniform) kein
groBer Komplexitatsunterschied in Abhangigkeit davon ergibt, ob die Sprache durch
einen NFA oder DFA dargestellt ist.
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4. Kontextfeie Grammatiken und Sprachen

4.1 Grundlagen und ein Beispiel

Sei
L = {w € {0,1}"; w enthélt gleich viele Oen und len}.

Sei #4(w) die Anzahl der Zeichen a in der Zeichenreihe w, d.h.

L ={w e {0,1}% #o(w) = #1(w)}.

L_ ist sicherlich nicht reguldr (vgl. Pumping-Lemma).

THEO 4.1 Grundlagen und ein Beispiel
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Satz 65
Die (kontextfreie) Grammatik G

S—e|T
T — TT|0T1|170 |01 |10

erzeugt L—.

Beweis:
Sei w € L—. Betrachte fiir jedes Prafix x von w die Zahl

#1(x) — #o(w) .

Falls w = w'w” fiir nichtleere w’,w” € L—, wende man Induktion iiber |w| an, falls
nicht, ist w von der Form Ow’l oder 1w'0, und Induktion liefert wiederum die
Behauptung. O

THEO 4.1 Grundlagen und ein Beispiel
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Definition (Wiederholung, siehe Def. 23)

e Eine kontextfreie Grammatik G heiBt eindeutig, wenn es fiir jedes w € L(G)
genau einen Ableitungsbaum gibt.

o FEine kontextfreie Sprache L heiBt eindeutig, falls es eine eindeutige kontextfreie
Grammatik G mit L = L(G) gibt. Ansonsten heit L inhdrent mehrdeutig.

Die oben angegebene Grammatik fiir L_ ist nicht eindeutig.

THEO 4.1 Grundlagen und ein Beispiel
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4.2 Die Chomsky-Normalform
Sei G = (V, X, P,S) eine kontexfreie Grammatik.

Definition 66

Eine kontextfreie Grammatik GG ist in Chomsky-Normalform, falls alle Produktionen
eine der Formen

A—=a AeV,ael,
A— BC A, B,C €V, oder
S —e€

haben.

THEO 4.2 Die Chomsky-Normalform
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Algorithmus zur Konstruktion einer (dquivalenten) Grammatik in
Chomsky-Normalform
Eingabe: Eine kontextfreie Grammatik G = (V. X, P, S)

@ Wir fiigen fiir jedes a € ¥ zu V ein neues Nichtterminal Y, hinzu, ersetzen in allen
Produktionen a durch Y, und fiigen Y, — a als neue Produktion zu P hinzu.

/* linearer Zeitaufwand, GroBe vervierfacht sich héchstens */
@ Wir ersetzen jede Produktion der Form
A—)BlBQ"'Br (7“ > 3)
durch
A— B1Cy, Cy — ByCs,...,Cr1 — B,_1B,,
wobei Cs, ..., C._1 neue Nichtterminale sind.

/* linearer Zeitaufwand, GroBe vervierfacht sich héchstens */

THEO 4.2 Die Chomsky-Normalform
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Q Firalle C,D eV, C+# D, mit
C —' D,
fiige fiir jede Produktion der Form
A—-BCePbzw. A—-CBe€P

die Produktion
A — BD bzw. A — DB

zu P hinzu.

/* quadratischer Aufwand pro A */
@ Fiir alle o € VZU Y, fiir die S —* a, fiige S — « zu P hinzu.
@ Streiche alle Produktionen der Form A — B aus P.

THEO 4.2 Die Chomsky-Normalform
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Zusammenfassend kdnnen wir festhalten:

Satz 67

Aus einer kontextfreien Grammatik G = (V, X, P, S) der GroBe s(G) kann in Zeit
O(|V|? - s(@)) eine dquivalente kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform der
GréBe O(|V |2 - s(G)) erzeugt werden.

THEO 4.2 Die Chomsky-Normalform
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4.3 Der Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus

Der CYK-Algorithmus (oft auch Cocke-Kasami-Younger, CKY) entscheidet das
Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen, falls die Sprache in Form einer Grammatik in
Chomsky-Normalform gegeben ist.

Eingabe: Grammatik G = (V, %, P, S) in Chomsky-Normalform, w = w; ... w, € ¥*
mit der Lange n. O.B.d.A. n > 0.

Definition

‘/ij 2:{A€V; A—>*w2wj}

Es ist klar, dass w € L(G) < S € Vi,,.

THEO 4.3 Der Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus
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Der CYK-Algorithmus berechnet alle V;; induktiv nach wachsendem j —i. Den Anfang

machen die
Viii={AeV; A— w,; € P},

der rekursive Aufbau erfolgt nach der Regel

Vij = U {AcV; (A= BC)EPABEVi ANC € Vjyr,;} fiiri <j.
i<k<j

Die Korrektheit dieses Aufbaus ist klar, wenn die Grammatik in Chomsky-Normalform
vorliegt.

THEO 4.3 Der Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus
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Zur Komplexitat des CYK-Algorithmus

Es werden ”2% Mengen V;; berechnet. Fiir jede dieser Mengen werden |P)|
Produktionen und hochstens n Werte fiir k£ betrachtet.

Der Test der Bedingung (A — BC) € P A B € Vi, AC € Vi ; erfordert bei
geeigneter Reprasentation der Mengen V;; konstanten Aufwand. Der Gesamtaufwand
ist also O(|P|n?).

Mit der gleichen Methode und dem gleichen Rechenaufwand kann man zu dem
getesteten Wort, falls es in der Sprache ist, auch gleich einen Ableitungsbaum
konstruieren, indem man sich bei der Konstruktion der V;; nicht nur merkt, welche
Nichtterminale sie enthalten, sondern auch gleich, warum sie sie enthalten, d.h.
aufgrund welcher Produktionen sie in die Menge aufgenommen wurden.
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4.4 Das Pumping-Lemma und Ogdens Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Zur Erinnerung: Das Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen: Fiir jede regulare
Sprache L gibt es eine Konstante n € N, so dass sich jedes Wort z € L mit |z| > n
zerlegen lasst in z = wow mit |uv| < n, [v] > 1 und wo*w C L.

Zum Beweis haben wir n = |Q| gewahlt, wobei @) die Zustandsmenge eines L
erkennenden DFA war. Das Argument war dann, dass beim Erkennen von z
(mindestens) ein Zustand zweimal besucht werden muss und damit der dazwischen
liegende Weg im Automaten beliebig oft wiederholt werden kann.

Vollig gleichwertig kann man argumentieren, dass bei der Ableitung von z mittels einer
rechtslinearen Grammatik ein Nichtterminalsymbol (mindestens) zweimal auftreten
muss und die dazwischen liegende Teilableitung beliebig oft wiederholt werden kann.

THEO 4.4 Das Pumping-Lemma und Ogdens Lemma fiir kontextfreie Sprachen
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Genau dieses Argument kann in dhnlicher Form auch auf kontextfreie Grammatiken (in
Chomsky-Normalform) angewendet werden:
Satz 68 (Pumping-Lemma)

Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Konstante n € N, so dass sich jedes Wort
z € L mit |z| > n zerlegen lasst in

Z = uoway,
mit
Q |vz|>1,
Q@ |vwzx| < n, und
Q Vie Ng: wtway € L.
THEO 4.4 Das Pumping-Lemma und Ogdens Lemma fiir kontextfreie Sprachen
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Beweis:

Sei G = (V, %, P, S) eine Grammatik in Chomsky-Normalform mit L(G) = L. Wahle
n =2Vl Sei z € L(G) mit |z| > n. Wir zihlen die Linge eines Pfades als die Anzahl
seiner Knoten. Dann hat der Ableitungsbaum fiir z (ohne die letzte Stufe fiir die
Terminale) mindestens die Tiefe |V| + 1, da er wegen der Chomsky-Normalform den
Verzweigungsgrad 2 hat.

Auf einem Pfadabschnitt der Lange > |V| + 1 kommt nun mindestens ein
Nichtterminal wiederholt vor. Die zwischen diesen beiden Vorkommen liegende
Teilableitung kann nun beliebig oft wiederholt werden.

THEO
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Beweis:

2w g2

Dieser Ableitungsbaum zeigt  Dieser Ableitungsbaum zeigt
uwy € L wiwzy € L

THEO
@©Ernst W. Mayr LEA



Beweis:

Sei G = (V, %, P, S) eine Grammatik in Chomsky-Normalform mit L(G) = L. Wahle
n =2Vl Sei z € L(G) mit |z| > n. Wir zihlen die Linge eines Pfades als die Anzahl
seiner Knoten. Dann hat der Ableitungsbaum fiir z (ohne die letzte Stufe fiir die
Terminale) mindestens die Tiefe |V| + 1, da er wegen der Chomsky-Normalform den
Verzweigungsgrad 2 hat.

Auf einem Pfadabschnitt der Lange > |V| + 1 kommt nun mindestens ein
Nichtterminal wiederholt vor. Die zwischen diesen beiden Vorkommen liegende
Teilableitung kann nun beliebig oft wiederholt werden.

Um |vwz| < n zu erreichen, muss man ein am weitesten unten liegendes
Doppelvorkommen eines Nichtterminals wahlen. ]
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Beispiel 69

Wir wollen sehen, dass die Sprache
{a'b'c’; i € Ng}

nicht kontextfrei ist.

Ware sie kontextfrei, so konnten wir das Wort a™b"c" (n die Konstante aus dem
Pumping-Lemma) aufpumpen, ohne aus der Sprache herauszufallen. Wir sehen aber
leicht, dass das Teilwort v nur aus a's bestehen kann und bei jeder moglichen
Verteilung des Teilworts £ Pumpen entweder die Anzahl der a's, b's und c's
unterschiedlich andert oder, wenn

(Fa(vr) =) #o(v) = F#c(vr) >0,

dass b's und c's in der falschen Reihenfolge auftreten.
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Zur Vereinfachung von Beweisen wie in dem gerade gesehenen Beispiel fiihren wir die
folgende Verscharfung des Pumping-Lemmas ein:

Satz 70 (Ogdens Lemma)

Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es eine Konstante n € N, so dass fiir jedes Wort
z € L mit |z| > n die folgende Aussage gilt:
Werden in z mindestens n (beliebige) Buchstaben markiert, so lasst sich z zerlegen in

Z = uvwry,

so dass

© /n vx mindestens ein Buchstabe und

@ in vwz héchstens n Buchstaben markiert sind und

Q (Vi € No)[w'wz'ly € L].
Bemerkung: Das Pumping-Lemma ist eine triviale Folgerung aus Ogdens Lemma
(markiere alle Buchstaben in z).
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Beweis:

Sei G = (V, %, P, S) eine Grammatik in Chomsky-Normalform mit L(G) = L. Wahle
n =2Vl Sei z € L und seien in z mindestens n Buchstaben markiert. Wir messen
wiederum die Lange eines Pfades als die Anzahl der in ihm enthaltenen Knoten. In
einem Ableitungsbaum fiir z markieren wir alle (inneren) Knoten, deren linker und
rechter Teilbaum jeweils mindestens ein markiertes Blatt enthalten. Es ist nun
offensichtlich, dass es einen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt gibt, auf dem
mindestens |V | + 1 markierte innere Knoten liegen.
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Beweis:

Wir betrachten die letzten |V| 4+ 1 markierten inneren Knoten eines Pfades mit
maximaler Anzahl markierter Knoten; nach dem Schubfachprinzip sind zwei mit
demselben Nichtterminal, z.B. A, markiert. Wir nennen diese Knoten v; und vy. Seien
die Blatter des Teilbaumes mit der Wurzel vy insgesamt mit w und die Blatter des
Teilbaumes mit der Wurzel v; insgesamt mit vwz beschriftet. Es ist dann klar, dass die

folgende Ableitung mdglich ist:
S =" uAy =" wAzry =" wvwxy .

Es ist auch klar, dass der Mittelteil dieser Ableitung weggelassen oder beliebig oft
wiederholt werden kann.
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Beweis:

Es bleibt noch zu sehen, dass vz mindestens einen und vwx héchstens n markierte
Buchstaben enthalt. Ersteres ist klar, da auch der Unterbaum von vy, der vy nicht
enthilt, ein markiertes Blatt haben muss.

Letzteres ist klar, da der gewdhlte Pfad eine maximale Anzahl von markierten inneren
Knoten hatte und unterhalb von v; nur noch hochstens |V| markierte Knoten auf
diesem Pfad sein konnen. Der Teilbaum mit Wurzel v; kann also maximal oVIHL =
markierte Blatter haben. Formal kann man z.B. zeigen, dass ein Unterbaum, der auf
jedem Ast maximal k markierte (innere) Knoten enthilt, hochstens 2% markierte
Blatter enthalt. O
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Beispiel 71

L={a't/cd; i=0oderj=Fk=1}.

Hier funktioniert das normale Pumping-Lemma nicht, da fiir z mit |z| > n entweder z
mit a beginnt und dann z.B. v € {a}" sein kann oder aber z nicht mit a beginnt und
dann eine zuldssige Zerlegung z = uvwxy sehr einfach gewdhlt werden kann.

Sei n die Konstante aus Ogdens Lemma. Betrachte das Wort ab™c¢™d"™ und markiere
darin bc™d. Nun gibt es eine Zerlegung ab”c"d" = uvwzxy, so dass vz mindestens ein
markiertes Symbol enthilt und uv?wz?y € L.

Es ist jedoch leicht zu sehen, dass dies einen Widerspruch liefert, da vx hochstens zwei
verschiedene der Symbole b, ¢, d enthalten kann, damit beim Pumpen nicht die
Reihenfolge durcheinander kommt.
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Bemerkung:

Wie wir gerade gesehen haben, gilt die Umkehrung des Pumping-Lemmas nicht
allgemein (d.h., aus dem Abschluss einer Sprache unter der Pumpoperation des
Pumping-Lemmas folgt i.A. nicht, dass die Sprache kontext-frei ist).

Es gibt jedoch starkere Versionen des Pumping-Lemmas, fiir die auch die Umkehrung

gilt. Siehe dazu etwa

[4 David S. Wise:
A strong pumping lemma for context-free languages.
Theoretical Computer Science 3, pp. 359-369, 1976

ﬁ Richard Johnsonbaugh, David P. Miller:
Converses of pumping lemmas.
ACM SIGCSE Bull. 22(1), pp. 27-30, 1990
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4.5 Algorithmen fiir kontextfreie Sprachen/Grammatiken

Satz 72
Sei G = (V, X, P,S) kontextfrei. Dann kann die Menge V' der Variablen A € V, fiir

die gilt:
(Fw € ¥°)[A =" w]
in Zeit O(|V'| - s(G)) berechnet werden.

Beweis:

Betrachte folgenden Algorithmus:
A={AcV; (3(A—-w)e PmitweX*}; V' =0

while A # () do
Vi=V'UA
A:={AecV\V; (E3A—a)ePmitac (V' UX)*}
od
Induktion iiber die Lange der Ableitung. O
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Definition 73
A € V heiBt nutzlos, falls es keine Ableitung

S —=*w, weX*

gibt, in der A vorkommt.

Satz 74
Die Menge der nutzlosen Variablen kann in Zeit O(|V| - s(G)) bestimmt werden.
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Beweis:

Sei V" die Menge der nicht nutzlosen Variablen.
Offensichtlich gilt: V" C V' (V' aus dem vorigen Satz).
Falls S & V', dann sind alle Variablen nutzlos.

Ansonsten:
A= {SH V" =0,
while A # () do
V' =V"UA
A:={BeV'\V") (3A— aBB)e Pmit Ac V",
a,p e (V'Ux)}
od
Induktion iiber Lange der Ableitung: Am Ende des Algorithmus ist V' gleich der
Menge der nicht nutzlosen Variablen. Ol
Bemerkung: Alle nutzlosen Variablen und alle Produktionen, die nutzlose Variablen
enthalten, kdnnen aus der Grammatik entfernt werden, ohne die erzeugte Sprache zu
andern.
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Korollar 75
Fiir eine kontextfreie Grammatik G kann in Zeit O(|V| - s(G)) entschieden werden, ob
L(G) = 0.

Beweis:
LG)=0<= S ¢V (bzw. S ¢ V') O
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Satz 76
Fiir eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S) ohne nutzlose Variablen und in
Chomsky-Normalform kann in linearer Zeit entschieden werden, ob

|L(G)| < oo

Beweis:
Definiere gerichteten Hilfsgraphen mit Knotenmenge V' und

Kante A - B <= (A — BC) oder (A - CB) € P.

L(G) ist endlich <= dieser Digraph enthalt keinen Zyklus.

Verwende DFS, um in linearer Zeit festzustellen, ob der Digraph Zyklen enthilt. ]
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Satz 77
Seien kontextfreie Grammatiken G1 = (V1, %1, P1,S1) und Gy = (Va, X9, P, S2)
gegeben. Dann kénnen in linearer Zeit kontextfreie Grammatiken fiir

Q L(Gl) UL(GQ),
Q@ L(G1)L(G2),
Q (L(Gw))

konstruiert werden. Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist also unter Vereinigung,
Konkatenation und Kleene'scher Hiille abgeschlossen.
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Beweis:
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass V1 N V5, = ().

Q@ V=V1uUV,U{S}; S neu
P=P1UP2U{S—>51’SQ}

Q@ V=VUVaU{S} S neu
P:P1UP2U{S—>5152}

Q@ V=VuU{s5Ss} S5 neu
PZPlU{S—> S/|€,SI—> Sls/|51}

Falls e € L(G1) oder € € L(G2), sind noch Korrekturen vorzunehmen, die hier als
Ubungsaufgabe iiberlassen bleiben. O
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Satz 78

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen unter Durchschnitt oder
Komplement.

Beweis:

Es geniigt zu zeigen (wegen de Morgan (1806-1871)): nicht abgeschlossen unter
Durchschnitt.

Ly := {a'b'¢; i,5 > 0} ist kontextfrei
Loy = {aibjcj; i,7 > 0} ist kontextfrei
L1 N Ly = {a'b’c’; i > 0} ist nicht kontextfrei
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Satz 79

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen gegentiber Substitution (mit
kontextfreien Mengen).

Beweis:

Ersetze jedes Terminal a durch ein neues Nichtterminal S, und fiige zu den
Produktionen P fiir jedes Terminal a die Produktionen einer kontextfreien Grammatik
Gy = Vo, 2, Py, S,) hinzu.

Forme die so erhaltene Grammatik in eine dquivalente Chomsky-2-Grammatik um. [
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4.6 Greibach-Normalform

Definition 80
Sei G = (V, %, P, S) eine kontextfreie Grammatik. G ist in Greibach-Normalform
(benannt nach Sheila Greibach (UCLA)), falls jede Produktion # S — € von der Form

A—aamitaceX, acV*

ist.

Lemma 81

Sei G = (V,X, P,S) kontextfrei, (A — a1 Bag) € P, und sei B — (1|P2| ... |5, die
Menge der B-Produktionen (also die Menge der Produktionen mit B auf der linken
Seite). Ersetzt man A — oy Bag durch A — oy 81|y feas| . . . |ag Brag, so dndert
sich die von der Grammatik erzeugte Sprache nicht.
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Lemma 82

Sei G = (V, X, P, S) kontextfrei, sei A — Aai|Aas|...|Aq, die Menge der
linksrekursiven A-Produktionen (alle o;; # €, die Produktion A — A kommt o.B.d.A.
nicht vor), und seien A — B1|P2|...|Bs die restlichen A-Produktionen (ebenfalls alle
Bi #¢).

Ersetzen wir alle A-Produktionen durch

A— 51| B |ﬁs|ﬁlA,| - ’/6514/
A= o] aplag Ao A

wobei A’ ein neues Nichtterminal ist, so andert sich die Sprache nicht, und die neue
Grammatik enthdlt keine linksrekursive A-Produktion mehr.
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Beweis:
Von A lassen sich vor der Transformation alle Zeichenreihen der Form

(B11B2] - - - 1Bs)(ar|e] . . . [ar)*
ableiten.

Dies ist auch nach der Transformation der Fall. Wahrend vor der Transformation alle
Zeichenreihen der obigen Form von rechts her aufgebaut werden, werden sie danach
von links nach rechts erzeugt.

Die Umkehrung gilt ebenso. ]
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Satz 83
Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es eine dquivalente Grammatik in
Greibach-Normalform.
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Beweis:
Sei 0.Bd.A. G = (V,X,P,S) mit V={A4,..., Ay} in Chomsky-Normalform und
enthalte keine nutzlosen Variablen.

Bemerkung: Im folgenden Algorithmus werden ggf neue Variablen hinzugefiigt, die
Programmuvariable m &ndert sich dadurch entsprechend!
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Beweis:

for k=1,...,m do
for j=1,....k—1do
for all (A; — Aja) € P do
ersetze die Produktion gemaB der Konstruktion
in Lemma 81
od
od
co die rechte Seite keiner Aj-Produktion beginnt nun
noch mit einer Variablen A4;, j <k oc

ersetze alle linksrekursiven Aj-Produktionen gemaB der
Konstruktion in Lemma 82
co die rechte Seite keiner Aj-Produktion beginnt nun
noch mit einer Variablen A4;, j <k oc
od
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Beweis (Forts.):
Da nun fiir jede Produktion der Form

Ak — Aja

gilt:

j>k
(dies impliziert insbesondere, dass die rechte Seite jeder A,,-Produktion mit einem
Terminalzeichen beginnt), kdnnen wir durch geniigend oftmalige Anwendung der

Konstruktion in Lemma 81 erreichen, dass jede rechte Seite mit einem Terminalzeichen
beginnt. O
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Korollar 84

Sei G eine kontextfreie Grammatik. Es gibt einen Algorithmus, der eine zu G
dquivalente Grammatik in Greibach-Normalform konstruiert, deren rechte Seiten jeweils
hdéchstens zwei Variablen enthalten.

Beweis:
Klar! O
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4.7 Kellerautomaten

In der Literatur findet man haufig auch die Bezeichnungen Stack-Automat oder
Pushdown-Automat. Kellerautomaten sind, wenn nichts anderes gesagt wird,
nichtdeterministisch.

Definition 85
Ein NPDA = PDA (= Nichtdeterministischer Pushdown-Automat) besteht aus:

Q endliche Zustandsmenge
by endliches Eingabealphabet
A endliches Stackalphabet
go € Q@ Anfangszustand
Zy € A Initialisierung des Stack
0 Ubergangsrelation
Fkt. Q x (S U {e}) x A — 20xA"
wobei [6(q,a, Z)| + |0(g,€, Z)| < o0 Vq,a,Z
F C@Q akzeptierende Zustinde
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Konfiguration: Schritt:

(g, wow’, Za') = (¢, W', Z1 ... Z,d)

Tupel (¢, w, ) mit
wenn (¢, Z1...2Z,) € §(q,wo, Z)

g €Q bzw.:

w €XF (q,w,Zd") = (¢ w, 2y ... Za)

a € A* wenn (¢, Z1...Z,;) € (q,€6,2)
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Definition 86
@ Ein NPDA A akzeptiert w € X* durch leeren Stack, falls

(qo,w, Zy) =™ (q,¢€,€) firein g € Q .
@ Ein NPDA A akzeptiert w € ¥* durch akzeptierenden Zustand, falls
(g0, w, Zp) =" (q,€,) fiirein g € F, a € A™ .
© Ein NPDA heiBt deterministisch (DPDA), falls

16(q,a,2)| 4+ 16(g,6, Z)| <1 V(g,a,Z) €Q X T X A.
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Beispiel 87
Der PDA mit

qo,ax*)} firae {0,1},%€{0,1, Zo}

fur « € {0,1,Zo}

6(qo,a,*) = {(qo,ax)

(QO7 #7 ) = {( )}
6(¢1,0,0) = {(q1, €)}
é(q1,1,1) = {( €)}
6(q1,e Zy) = {(qi,€)}  akzeptiert mit leerem Stack

die Sprache
L = {w#w; we {0,1}}.
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Beispiel 87

Der PDA mit
d(qo,a,%) = {(qo,ax)} firae{0,1},x€{0,1,Z}
(q07#7 ) = {(QL *)} fur x € {07 ]-7 ZO}
6(q1,0,0) = {(q, €)}
0(q1,1,1) =A@, €)}
6(q1,e Zy) = {(qa, €)}  akzeptiert mit akzeptierendem
Zustand (F' = {q.})
(und leerem Stack)
die Sprache

L = {w#w? we {0,1}*}.
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Satz 88

Sei A1 = (Q,%, A, qo, Zo, 0, F) ein NPDA, der mit akzeptierendem Zustand
akzeptiert. Dann kann in linearer Zeit ein NPDA Ay = (Q', X, A/, qp), Z|,, ") konstruiert
werden, der L(A1) mit leerem Stack akzeptiert.
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Beweis:
Ao simuliert A;. Sobald A; in einen akzeptierenden Zustand gerat, rat As, ob die
Eingabe zu Ende gelesen ist. Falls Ao dies meint, wird der Keller geleert.

Um zu verhindern, dass bei der Simulation von A; der Keller leer wird, ohne dass A;
akzeptiert, fiihren wir ein neues Kellersymbol Z; ein:

Q' =QU{qq}

A =AU{Z}
und wir erweitern ¢ zu ¢’ gemaB
5/(‘](/)7 € Z(l)) = {(qo, ZOZ(,)>}
8(q,6,2) u=1{(q,€)} firqe F, Z € A
8(q,6,2) ={(q,¢)} fir Z € A’
THEO 4.7 Kellerautomaten
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Bemerkung:
Akzeptieren mit leerem Keller bedeutet, dass der NPDA akzeptiert, falls der Keller leer
ist und die Eingabe gelesen ist.
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Bemerkung:

Akzeptieren mit leerem Keller bedeutet, dass der NPDA akzeptiert, falls der Keller leer
ist und die Eingabe gelesen ist, bzw.

dass, falls der Keller leer ist, der NPDA die bisher gelesene Eingabe akzeptiert.
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Satz 89

Sei A1 = (Q,%, A, qo, Zo,0) ein NPDA, der mit leerem Keller akzeptiert. Dann kann
in linearer Zeit ein NPDA Ay = (Q', X, A, ¢, Z{,, ', F) konstruiert werden, welcher
L(A1) mit akzeptierendem Zustand akzeptiert.

THEO
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Beweis:

Ag simuliert A;. Am Anfang steht ein neues Kellersymbol auf dem Stack. Sobald bei
der Simulation von A; dieses auf dem Stack vorgefunden wird, weil man, dass A;
seinen Stack leergerdumt hat und folglich akzeptiert. Folglich geht As in einen
akzeptierenden Zustand und hilt:

Q = QU{g,ar}

A = AU{ZY)

Foo= g}

5,(‘]6767 Z(/)) = {(q(),Z()Z(/))}

8(q,a,Z2) = (qa,2)firqge Q,ac X U{e}, Z € A
a6, Zy) = {lar. Zy)} firq € Q
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4.8 Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen

Satz 90

Sei G eine CFG in Greibach-Normalform. Dann kann in linearer Zeit ein NPDA N
konstruiert werden (welcher mit leerem Stack akzeptiert), so dass

THEO
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Beweis:

Sei 0.B.d.A. € ¢ L(G).

Der Automat startet mit S auf dem Stack. Er sieht sich in jedem Schritt das oberste
Stacksymbol A an und iberpriift, ob es in GG eine Produktion gibt, deren linke Seite A
ist und deren rechte Seite mit dem Terminal beginnt, welches unter dem Lesekopf
steht.

Sei also G = (V,T, P, S).

Konstruiere NPDA N = (Q, X, A, qo, Zo,9) mit

Q@ = {a}
A =V
X =T
ZO = S
d(go,a,A) 3 (qo,v) fiir (A = acx) € P.
THEO
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Beweis (Forts.):
Zu zeigen ist nun: L(N) = L(G).

Hilfsbehauptung;:

S =G wi... wiAr ... Ay mit w; € T, A;j € V per Linksableitung

= (QQ,’wl .. .wi,Z()) —>>}<\7 (qo,e,Al .. Am)

Der Beweis erfolgt durch Induktion tiber die Anzahl der Schritte in der Linksableitung.
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Beweis (Forts.):

Induktionsanfang (i = 0):

S—=6S

THEO
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Beweis (Forts.):

Induktionsschritt ((i — 1) — 4):
&S S —>gw1...wi_1A’Av...Am UE{l,...,m+1}
—QG wlwlAlAm
(aIso (AI — w; A1 .. -A'u—l) S P)
gemaB Induktionsvoraussetzung

= (qo,w1 ...wi_l,Zo) —)?V (qg,e AA LA )

& (qo, w1 ... wi—1wy, Zo) ~ (@0, wi, YAy ... Apy)

N (qg,e A .. A m)

a( —)’wZAl...A_l)GP)

—
—

o

& (qo,wr ... w;, Zo) =N (90,6, A1... Ap)
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Beweis (Forts.):

Aus der Hilfsbehauptung folgt
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Satz 91
Sei N =(Q,X, A, qo, Zoy,6) ein NPDA, der mit leerem Keller akzeptiert. Dann ist
L(N) kontextfrei.

THEO 4.8 Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen
@©Ernst W. Mayr




Beweis:
Wir definieren:

G=(V,T,P,NS)
T:=%
Vi=Q xAxQU{S} wobei wir die Tupel mit [,,] notieren
P> S —[qo, Zo,q] firge Q
P3>1q,Z,qm] = alp, Z1, q1lla1, Z2, @2] - - - [@m—15 Zims Gm]
fir 6(q,a,2) > (p, Z1-+ Zm), Va1, - - -, qm € Q,
mit a € X U {e}.

Idee: Aus [p, X, q] sollen sich alle die Worter ableiten lassen, die der NPDA N lesen
kann, wenn er im Zustand p mit (lediglich) X auf dem Stack startet und im Zustand ¢
mit leerem Stack endet.
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Beweis (Forts.):
Hilfsbehauptung;:

[0, X,q] = w < (p,w, X) =N (g, €¢€).

»=": Induktion {iber die Lange [ der Ableitung.
Induktionsanfang (I = 1):

[p7 X7 q] —Gw
= 5(p7w7X) > (q7 6)
= (p7w7X) —N (Q7 €, 6)
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Beweis (Forts.):

Induktionsschritt (({ — 1) — 1):
Gelte

[p;Xa Qm-i-l] g G[QL X17 Q2HQ27 X27 QB] o [qmaXma Qm+1]

1)

_)6 aw( ...w(m):w

mit (ql,Xl .- Xm) € 5(}?, G,,X), [Qi;Xia(Ii—l-l] —)lé; w® und ZZZ <.

Dann gilt gem3B Induktionsvoraussetzung

= (Qhw(i);Xi) —>kf (giv1,6,€) Vie{l,...,m}
= (p’aw(l) . ..w(m)’X) SN (Q1,w(1) . ”w(m)7X1 X))
—

_>]<Vl (Qm-i-l; €, 6) .
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Beweis (Forts.):
»<="1 Induktion {iber die Lange [ einer Rechnung des NPDAs N

Induktionsanfang (I = 1):
(pa w, X) —N (qa € 6)

= (g,€) € 6(p,w, X) (also |w| < 1)
= ([p, X,q] > w) e P.
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Beweis (Forts.):
Induktionsschritt (({ — 1) — 1):
Sei
(p,’lU,X) —N (qlaw/)Xl o Xm)
=N (¢,6€)
eine Rechnung von N der Linge [, mit w = ew’ und e € X U {¢}.
Nach Definition gibt es

([p, X, q] = el X1q2] - - - [gmXm@m+1]) € P mit g1 = ¢

und eine Zerlegung w’ = w™® - - w(™), so dass w) - - w® der von N zu dem
Zeitpunkt verarbeitete Teilstring von w’ ist, wenn X, 1 zum ersten Mal oberstes
Stacksymbol (bzw., fiir i = m, der Stack leer) wird.
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Beweis (Forts.):

GemaB Induktionsvoraussetzung gilt also

(g, w™, X;) =% (gi41,6,¢)  mit Y 1 <1 und

65, Xi, qi1]) =& w

Also folgt:

[pa X7 q] —G S[Q1,X1, q2] tee [qmaXma qm+1]

S5t ew® ™ = g

Aus der Hilfsbehauptung folgt der Satz.
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Satz 92

Folgende Aussagen sind dquivalent:
o L wird von einer kontextfreien Grammatik erzeugt.

o L wird von einem NPDA akzeptiert.

Beweis:
Folgt aus den vorhergehenden Satzen.
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4.9 Deterministische Kellerautomaten

Wir haben bereits definiert:
Ein PDA heiBt deterministisch (DPDA), falls

0(g,a, 2)[ +16(q,6, 2)| <1 V(g,0,Z) € Q@ x XA

Die von einem DPDA, der mit leerem Keller akzeptiert, erkannte Sprache geniigt der
Fano-Bedingung, d.h. kein Wort in der Sprache ist echtes Prafix eines anderen Wortes
in der Sprache.

Festlegung:
Da wir an einem weniger eingeschrankten Maschinenmodell interessiert sind, legen wir
fest, dass ein DPDA stets mit akzeptierenden Zustdnden akzeptiert.
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Definition 93
Ein DPDA ist in Normalform, falls gilt:

Q ({,a)=46(q,e,X) fireeXU{e}, ¢, €Q, X € A
=ae{, X, YX}firY e A.

@ Der Automat liest jede Eingabe vollstandig.

Satz 94
Zu jedem DPDA A = (Q, %, A, qo, Zo, 9, F') kann ein dquivalenter DPDA in
Normalform konstruiert werden.
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Beweis:
Erste Schritte der Konstruktion:

@ Werden von A in einem Schritt mehr als zwei Symbole auf dem Stack abgelegt,
wird dies von A’ durch eine Folge von Schr