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Aufgabenstellung

Thema: Effiziente Approximation unabhéngiger Mengen in Graphen

Die Approximierbarkeit der Unabhéingigkeitszahl von Graphen in Polynomialzeit soll quan-
titativ untersucht werden. Speziell sind hierbei die Ergebnisse von Halldérsson und Boppana
sowie die neuere Arbeit von U. Feige zu dieser Thematik auszuarbeiten, zu bewerten und zu
analysieren. Des Weiteren sind die Ergebnisse von Alon und Kahale hinsichtlich des Einsat-
zes der Thetafunktion auszuarbeiten. Auch soll die effiziente Approximierbarkeit der Unab-
héingigkeitszahl in ausgewéhlten Graphenklassen sowie die Online Situation betrachtet und

analysiert werden.

Fiir ausgewihlte Verfahren sollen dariiber hinaus praktische Performancetests durchgefiihrt

werden.

Chemnitz, 1. April 2004
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1 EINLEITUNG

Eine unabhéngige Menge in einem Graphen G = (V, E) ist eine Teilmenge I C V der Kno-
tenmenge V mit paarweise nicht benachbarten Knoten. Im Allgemeinen sucht man nicht
beliebige unabhéngige Mengen sondern unabhingige Mengen maximaler Kardinalitat, das
heifit eine Losung fiir das Problem INDEPENDENT SET. Das Bestimmen einer solchen Losung
fiir einen gegebenen Graphen ist ein wesentliches Problem in der Informatik und ein wichtiges

Forschungsgebiet in der Kombinatorik und Graphentheorie.

Anfang der siebziger Jahre des vergangenen Jahrhunderts gelang Cook [8] ein Durchbruch
in der Komplexitétstheorie, indem er nachwies, dass das Problem SATISFIABILITY oder kurz
SAT N'P-hart ist. Spéter verdffentlichten Karp [28] sowie Garey und Johnson [12] polynomi-
elle Reduktionen des Problems SAT auf eine Reihe anderer kombinatorischer Probleme dar-
unter auch INDEPENDENT SET, um zu zeigen, dass diese ebenfalls AP-hart sind. Man weif3
aus komplexitiatstheoretischen Betrachtungen, dass fiir jedes dieser Probleme ein Polynomial-
zeitalgorithmus existiert, wenn bereits fiir ein beliebiges NP-hartes Problem ein Algorithmus
polynomieller Laufzeit angegeben werden kann. Da in iiber 30 Jahren fiir keines dieser Proble-
me ein effizienter Algorithmus gefunden werden konnte, vermutet man, dass es fiir A’P-harte

Probleme keine Polynomialzeitverfahren gibt.

Um dennoch unabhéngige Mengen grofler Kardinalitdt bestimmen zu kénnen, versucht man
gute Losungen zu approximieren, indem man clevere Heuristiken angibt, die in Polynomialzeit
eine in der Praxis ausreichende Néherung an das Optimum berechnen. Ein Maf fiir die Qua-
litdt einer von einem Approximationsalgorithmus gelieferten Losung ist dessen Giite, welche
als worst-case Verhéltnis von Wert der Optimallésung und Wert der approximierten Losung

definiert ist.

Erste Approximationsalgorithmen fiir INDEPENDENT SET wurden von Johnson bereits 1974
analysiert [26], wobei er zeigte, dass diese Algorithmen fiir allgemeine Graphen auf n Knoten
nur eine Approximationsgiite von O(n) haben [18]. Mit Hilfe eines Farbungsalgorithmus wurde
die Approximationsgiite 1983 zu O(n/logn) verbessert [45]. Eine weitere Verbesserung erziel-
ten Boppana und Halldérsson mit dem Algorithmus CLIQUE-REMOVAL [7] im Jahre 1992.
Die Approximationsgiite dieses Algorithmus betriigt O(n/(logn)?). Kiirzlich gelang es Feige,
diese zu O(n(loglogn)?/(logn)?) zu verbessern [11]. Die beiden zuletzt genannten Verfahren
beruhen dabei auf dem Prinzip der iterativen Entfernung von bestimmten Untergraphen, um

eine unabhéngige Menge zu approximieren. Eine andere Vorgehensweise verwenden Goemans
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und Williamson in ihrem 1994 verdffentlichten Approximationsalgorithmus fiir das Problem
Max Cur [13, 34], indem sie das Prinzip der semidefiniten Programmierung [42] nutzen. Eine
Anwendung dieses Prinzips auf das Problem COLORING [27, 30] und schlieflich auch auf das
Problem INDEPENDENT SET [3] folgten, wobei der Algorithmus zum letztgenannten Problem

zusétzlich noch auf die sogenannte Lovasz ¥-Funktion [35] zurtickgreift.

Neben der Optimierung der Giite von Approximationsalgorithmen zur Bestimmung einer be-
ziiglich Kardinalitéit maximalen unabhingigen Menge besteht ebenfalls das Bestreben, die
Laufzeit zur exakten Berechnung der Unabhéngigkeitszahl beziehungsweise einer unabhéngi-
gen Menge maximaler Kardinalitit zu optimieren. Den ersten Algorithmus zur Losung dieses
Problems mit einer Laufzeit geringer als O(2") verdffentlichten Tarjan und Trojanowski [40]
1977. Die Laufzeit dieses Verfahrens ist 0(1.2599"). Unabhéingig voneinander entwickelten Ji-
an [25] und Robson [38] im Jahre 1986 weitere Verbesserungen, wobei der von Jian entwickelte
Algorithmus eine Laufzeit von O(1.2345™) erreicht, wéhrend der Algorithmus von Robson ei-
ne Laufzeitkomplexitét von O(1.2243") aufweist. Neuere Algorithmen stammen von Beigel
[5] oder Robson [39], wobei letzterer mit einer Laufzeit von O(1.1889™) einen exponentiellen
Speicherplatzbedarf besitzt. Diese Entwicklung sei aber nur am Rande erwéhnt und ist nicht

Inhalt der vorliegenden Diplomarbeit.

Zur Motivation unserer Betrachtungen sollte auch ein praktischer Aspekt der Approximation
von unabhéngigen Mengen in Graphen nicht aufler Acht gelassen werden. Bei dem Problem
der Verteilung von Ressourcen an einzelne Prozesse tritt dieses Problem meist bei Betriebssy-
stemen im Rahmen der Optimierung eines Schedules auf. Wie dieses beispielsweise aussehen

konnte, werden wir im Folgenden darstellen.

Gegeben seien n Prozesse, welche um eine gewisse Anzahl von Ressourcen konkurrieren. Auf-
gabe ist es nun, eine in der Kardinalitit groftmogliche Menge von Prozessen zu bestimmen,
so dass nicht mehr als ein Prozess auf eine Ressource zugreift. Ziel dabei ist es, moglichst viele

Prozesse innerhalb eines vorgegebenen Zeitraumes bearbeiten zu kénnen.

Dieses Problem kann als Graph G = (V, E) modelliert werden, mit der Aufgabe eine un-
abhingige Menge maximaler Kardinalitidt zu bestimmen. Der Graph G = (V, E) besitzt als
Knotenmenge V' die einzelnen Prozesse, wobei mit jedem Prozess genau ein Knoten v € V
assoziiert ist. Zwei Knoten sind durch Kanten miteinander verbunden, falls die dazugehorigen
Prozesse auf gleiche Ressourcen zugreifen, das heift zwischen diesen beiden Prozessen besteht

eine Abhéngigkeit.

Findet man nun in diesem modellierten Graphen eine unabhingige Menge maximaler Kar-
dinalitdt, dann erhélt man also eine (maximale) Menge von Prozessen, welche gleichzeitig
ausgefiihrt werden konnen, ohne dass Komplikationen, etwa durch gleichzeitiges Zugreifen

auf die gleiche Ressource, zum Beispiel RAM oder Festplatte, auftreten kénnen.
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Die Gliederung dieser Diplomarbeit geschieht in folgender Weise. Zunéchst sollen in Kapitel 2
grundlegende Definition behandelt werden, wobei hier der Schwerpunkt auf Definitionen aus
der Graphentheorie liegt. Anschlieflend werden wir den Algorithmus RAMSEY kennenlernen
und einen kurzen Einblick in die Ramsey-Theorie nehmen. Um die Analyse dieses Algorithmus
zu erleichtern, werden wir uns in einem Abschnitt mit Baumen beschéftigen. Darauf aufbau-
end schlieit das dritte Kapitel mit dem Algorithmus CLIQUE-REMOVAL und einer Analyse
seiner Approximationsgiite ab. Das vierte Kapitel enthélt den Algorithmus von Feige, wel-
cher die Approximationsgiite des Problems INDEPENDENT SET auf O(n(loglogn)?/(logn)?)
verbessert. Anschlielend werden wir in Kapitel 5 eine andere Klasse von Algorithmen kennen-
lernen, die auf dem Prinzip der semidefiniten Programmierung beruhen. Dazu gehort unter
anderem auch der Einsatz der Lovasz ¥-Funktion [35]. Mit der Online Situation des Problems
INDEPENDENT SET beschéftigt sich das sechste Kapitel. Insbesondere werden wir hier das
Multisolution Modell betrachten [20]. Praktische Untersuchungen sind Gegenstand des sieb-
ten und letzten Kapitels. Dabei werden ausgewéhlte Algorithmen darunter beispielsweise der
Algorithmus RAMSEY oder der Algorithmus CLIQUE-REMOVAL im Computeralgebrasystem
Matlab implementiert und anhand einiger Graphen unterschiedlicher Knoten- und Kanten-

anzahl getestet. Mit einer Analyse der Testergebnisse schliefit diese Diplomarbeit ab.



2 GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN

Im Folgenden sollen grundlegende Definitionen aus der Graphentheorie betrachtet werden.

Definition 2.1 (Graph) Ein Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge V' von
Knoten und einer Menge E C {{v,w} : v,w € V und v # w} von (ungerichteten) Kanten.

Graphen sind demnach durch Kanten miteinander verbundene Knoten. Falls zwei Knoten
v € V und w € V durch eine Kante {v,w} € E verbunden sind, nennen wir die Knoten v und

w benachbart beziehungsweise adjazent.

Definition 2.2 (adjazent, Nachbarschaft N (v)) Es sei G = (V, E) ein Graph. Ein Kno-
tenv € V ist adjazent zu einem Knoten w € V, falls {v,w} € E gilt. Die Nachbarschaft N (v)

des Knotens v ist die Menge aller adjazenten Knoten von v.

Wir suchen nach Knotenmengen, deren Knoten paarweise nicht adjazent beziehungsweise

benachbart sind. Solche Knotenmengen heiflen unabhéngige Mengen.

Definition 2.3 (unabhingige Menge) Es sei G = (V, E) ein Graph. FEine Teilmenge I
der Knotenmenge V, I C 'V, heifit unabhdingige Menge, falls fiir je zwei verschiedene Knoten
velundwel gilt {v,w} ¢ E.

Im Allgemeinen sind wir nicht an beliebigen unabhéingigen Mengen interessiert, da ja jeder
einzelne Knoten nach Definition 2.3 bereits eine solche ist, sondern an unabhéingigen Mengen
maximaler Kardinalitéit. In diesem Zusammenhang definieren wir die Unabhéngigkeitszahl
a(@) eines Graphen G = (V, E).

Definition 2.4 (Unabhéiingigkeitszahl a(G)) Es sei G = (V, E) ein Graph und Ipq, eine
beziiglich Kardinalitit mazimale unabhingige Menge. Dann ist die Unabhéingigkeitszahl a(Q)
des Graphen G definiert als a(G) = |Lmaz|-

Insbesondere sind wir an unabhéngigen Mengen I C V interessiert, fiir die |I| = a(G) gilt.

Definition 2.5 (Problem Independent Set) Das Problem des Auffindens einer beziiglich
Kardinalitiat mazimalen unabhingigen Menge in einem Graphen G = (V, E) wird im Folgen-
den mit INDEPENDENT SET bezeichnet.
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Das Problem INDEPENDENT SET ist eines der zentralen Probleme der Informatik und von
wesentlicher Bedeutung in der Kombinatorik sowie in der Graphentheorie. Aufgrund kom-
plexititstheoretischer Betrachtungen [12] vermutet man, dass dieses Problem nicht effizient
16sbar ist, das heifit, es gibt vermutlich keinen Algorithmus zur Losung des Problems INDEPEN-
DENT SET, dessen Laufzeit polynomiell' beschrinkt ist. Zur Erfassung derartiger Probleme
definiert man daher die Komplexitétsklasse NP [44], die die Klasse der mit einer nichtdeter-

ministischen Turingmaschine? in Polynomialzeit 16sbaren Probleme ist.

Definition 2.6 (Komplexititsklasse N'P) Die Komplezititsklasse N'P ist die Klasse der
Entscheidungsprobleme 11, fir die es eine nichtdeterministische Turingmaschine gibt, deren

worst-case Rechenzeit polynomiell beschrinkt ist.

Bei INDEPENDENT SET handelt es sich um ein Optimierungsproblem fiir das keine ,, groffen-

3¢« Entscheidungsprobleme in NP existieren. Derartige Probleme

ordnungsméfig schwereren
bezeichnen wir im Folgenden als N'P-hart (vgl. Anhang), das heilt INDEPENDENT SET ist
NP-hart [12] (vgl. auch Satz A.4). Fiir simtliche N"P-harten Probleme sind bisher keine ef-
fizienten Algorithmen zur Losung bekannt. Man begniigt sich in diesem Fall mit Losungen,
die moglichst in der Ndhe des Optimums liegen, das bedeutet man versucht gute Losungen
zu approximieren. Fiir das Problem INDEPENDENT SET bedeutet dies, dass wir uns auch mit
unabhéngigen Mengen zufrieden geben, welche nicht in jedem Fall eine unabhéngige Menge
maximaler Kardinalitéit bilden. Nun kann es aber passieren, dass ein Algorithmus eine Losung
liefert, die sehr schlecht ist, weil sie ,,sehr weit* vom Optimum entfernt liegt. Um die Qualitét
eines Approximationsalgorithmus deshalb beurteilen zu konnen, verwendet man den Begriff

der (worst-case) Giite.

Definition 2.7 (Giite, worst-case Giite) Fir eine Eingabe I sei w(A(l)) der Wert der
Léosung A(I) eines Algorithmus A fir ein Optimierungsproblem 11 und OPT(I) der Wert

einer optimalen Losung. Dann ist die Gite der Losung A(I)

Ru(I) = max{w(A(I ) OPT(I)}

OPT(I)’ w(A(I))

Die worst-case Giite ist definiert durch
Ry:=inf{r > 1| Ra(I) <r firalleI € Dy},

wobei Dy die Menge der zuldssigen Fingaben fir das Optimierungsproblem 11 ist.

'Das heiBt die Laufzeit eines Algorithmus fiir das Problem INDEPENDENT SET ist durch ein Polynom p(n) =

Zle a; -n' fiir einen Graphen G = (V, E) in der Anzahl Knoten |V| und Kanten |E| beschrinkt.
2Mit einer nichtdeterministischen Turingmaschine verbindet man die Vorstellung eines Orakels, das die Losung

eines Problems errét. Die Laufzeit ist dann durch die Verifizierzeit der erratenen Losung definiert.
3Eine formale Definition dieses Sachverhalts erfolgt im Anhang.



2 GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN

Wir werden bei unseren Betrachtungen stets die worst-case Giite verwenden, um eine Aussage

dariiber machen zu konnen, welche Qualitét ein Algorithmus garantieren kann.

Bisher haben wir nur unabhéngige Mengen in Graphen betrachtet. Dazu komplementére

Mengen sind die Cliquen.

Definition 2.8 (Clique) FEs sei G = (V, E) ein Graph. Eine Menge C C V' heifit Clique
falls fiir je zwei verschiedene Knoten v € C' und w € C gilt {v,w} € E.

Eine Clique im Graphen G = (V, F) ist also eine Teilmenge der Knotenmenge V', so dass
zwischen je zwei Knoten eine Kante verlduft, wihrend eine unabhéngige Menge eine Teilmen-
ge der Knotenmenge V ist, so dass zwischen je zwei Knoten keine Kante verlauft. Aufgrund
dieses Zusammenhangs zwischen unabhéngigen Mengen und Cliquen ist es sinnvoll Komple-

mentgraphen zu definieren.

Definition 2.9 (Komplementgraph G) Es sei G = (V, E) ein Graph. Der Komplement-
graph G = (V, E) ist definiert durch E = {{v,w} | {v,w} € E}.

Damit ist eine unabhingige Menge im Graphen G = (V, E) gerade eine Clique im Komple-
mentgraphen G. Analog zu unabhiingigen Mengen sind wir auch hier an Cliquen maximaler
Kardinalitéit interessiert, das heifit an Cliquen deren Kardinalitidt gerade der Cliquenzahl des

Komplementgraphen G, also w(G), entspricht.

Definition 2.10 (Cliquenzahl w(G)) Es sei G = (V, E) ein Graph und Cpqy eine beziig-
lich Kardinalitit mazimale Clique. Dann ist die Cliquenzahl w(G) des Graphen G definiert
als w(G) = |Crazl-

Einen wesentlichen Zusammenhang zwischen der Unabhéngigkeitszahl a(G) eines Graphen
G = (V,E) und der Cliquenzahl w(G) des entsprechenden Komplementgraphen G macht der
folgende Satz.

Satz 2.11 Es sei G = (V, E) ein Graph und G der dazugehérige Komplementgraph. Dann
gilt
a(G) = w(G) .

Beweis: Es sei I eine maximale unabhéngige Menge im Graphen G. Wir zeigen, dass die
Clique C mit C' = I dann eine maximale Clique im Graphen G ist. Nehmen wir an, dass es
eine Clique C* mit |C*| > |C| gibt, dann gibt es nach Definition zwischen je zwei verschiedenen
Knoten aus C* in G eine Kante. Dies bedeutet jedoch, dass im Graphen G innerhalb von C*
keine Kanten verlaufen. Wir haben also eine unabhéngige Menge I* mit I* = C* konstruiert,
fir die |I*| > |I] gilt, im Widerspruch zur Maximalitdt von /. Umgekehrt erfolgt der Beweis

analog. O
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Da das Komplement G = (V, f) des Komplementgraphen G = (V, E) wieder der urspriingliche
Graph G = (V, E) ist, gilt offensichtlich auch

a(G) = w(G) . (2.1)

Bevor wir uns einen weiteren Zusammenhang zwischen Cliquen und unabhéngigen Mengen

anschauen, werden wir das Problem CLIQUE definieren.

Definition 2.12 (Problem Clique) Das Problem, eine Clique mazimaler Kardinalitdt in
einem Graphen G = (V, E) aufzufinden, wird im Folgenden mit CLIQUE bezeichnet.

Aufgrund der gerade beschriebenen Dualitéit der Probleme INDEPENDENT SET und CLIQUE
konnen wir auch eine Aussage iiber einen Zusammenhang beziiglich deren Approximierbarkeit

machen.

Satz 2.13 FEs gibt einen in der Laufzeit polynomiell beschrinkten Approximationsalgorithmus
A fiir das Problem INDEPENDENT SET mit Giite R4 = v genau dann, wenn es einen in der
Laufzeit polynomiell beschrdnkten Approximationsalgorithmus B fiir das Problem CLIQUE mit
Giite Rg = r gibt.

Beweis: Angenommen es gibt einen Polynomialzeit- Approximationsalgorithmus A fiir das
Problem INDEPENDENT SET mit Giite R4 = r. Wir konstruieren nun einen Algorithmus
B, der das Problem CLIQUE mit Giite Rg = r approximiert und in der Laufzeit ebenfalls
polynomiell beschrénkt ist. Der Algorithmus B bildet aus dem Eingabegraphen G = (V, E)
fiir das Problem CLIQUE zunichst den Komplementgraphen G = (V, E). Dieses erfolgt in
Polynomialzeit. Anschliefend wird auf G der Approximationsalgorithmus A angewendet, des-
sen Laufzeit polynomiell beschrinkt ist. Die von A gefundene Losung gibt der Algorithmus
B aus. Die Gesamtlaufzeit des Approximationsalgorithmus B ist offenbar auch polynomiell

beschréankt. Fiir den Wert w(A(G)) gilt wegen der Approximationsgiite des Algorithmus A

Nach obigen Uberlegungen ist eine Knotenmenge C' C V im Graphen G genau dann eine
Clique, wenn die Menge C' im Graphen G eine unabhiingige Menge ist. Damit ist die Ausgabe

des Algorithmus B korrekt, das heifit B liefert eine Clique. Wegen (2.1) gilt a(G) = w(G)

und somit erhalten wir

w(G)
w(B(G))
Umgekehrt erfolgt der Beweis analog. O

<r.



3 DER RAMSEY ALGORITHMUS

3.1 Die Idee des Algorithmus

Ein einfacher Algorithmus zur Approximation von unabhingigen Mengen ist der in [22, 23]
betrachtete Min-Greedy Algorithmus, welcher in [4] ebenfalls analysiert wurde. Dieser Algo-
rithmus konstruiert eine unabhéngige Menge I eines Graphen G = (V, E), indem er ausgehend
von der leeren Menge I := () einen Knoten v € V' minimalen Grades wihlt, diesen zur Menge
I hinzufiigt und dann den Knoten v, seine Nachbarn N (v) sowie die zu N (v)U{v} inzidenten
Kanten 16scht. Dieses Verfahren wird auf dem reduzierten Graphen iteriert, bis kein Knoten
mehr vorhanden ist. Um eine beziiglich Inklusion maximale unabhéingige Menge zu bestim-
men, miissen wir jedoch nicht unbedingt einen Knoten v € V' minimalen Grades wéihlen. Es
reicht in diesem Fall aus, wenn wir einen beliebigen Knoten v € V' in jeder Iteration wéhlen,
obwohl dadurch nur eine Giite von O(n) erreicht wird. Diese Vorgehensweise fiihrt uns zum
Algorithmus GREEDY-INDEPENDENT-SET.

Algorithmus 3.1 Greedy-Independent-Set(G = (V, E))
1: if V =0 then

2 return (())

3: choosev eV

4: V—V\(N(w)U{v})

5.

6

7

G — G[V]
I — Greedy-Independent-Set(G)
return ({v}UI)

Analog zum Algorithmus GREEDY-INDEPENDENT-SET kénnen wir auch Cliquen in einem
Graphen G = (V, E) suchen. Dazu wéhlen wir einen Knoten v € V' aus und fiigen diesen zur
Clique C hinzu, die anfangs auf die leere Menge C := () gesetzt wird. Anschliefend suchen wir
in der Nachbarschaft N(v) des Knotens v € V weiter nach Cliquen. Offensichtlich erhalten
wir eine beziiglich Inklusion maximale Clique C. Das Verfahren ist im Algorithmus GREEDY-
CLIQUE dargestellt.

Diese beiden Algorithmen konstruieren sehr schnell eine beziiglich Inklusion maximale unab-
hingige Menge beziehungsweise eine beziiglich Inklusion maximale Clique. Ein wesentlicher
Nachteil dieser Greedy Verfahren ist, dass abhingig vom gew#hlten Knoten (in Zeile 3 der

beiden Algorithmen) jeweils unabhéingige Mengen beziehungsweise Cliquen berechnet werden,
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Algorithmus 3.2 Greedy-Clique(G = (V, E))
if V =0 then
return ()
choose v e V
V «— N(v)
G — G[V]
C «— Greedy-Clique(G)
return ({v}UCQC)

deren Kardinalitéit erheblich variieren kann, weshalb der Greedy Algorithmus im Allgemei-
nen keine guten Losungen garantiert. Beim Algorithmus GREEDY-INDEPENDENT-SET kann
nédmlich der Fall eintreten, dass ein Knoten v € V' gewahlt wird, dessen Nachbarn eine grofle
unabhéngige Menge bilden. Diese unabhéngige Menge geht allerdings verloren, da in der néch-
sten Phase nur die Knoten aufier v betrachtet werden, welche nicht in der Nachbarschaft N (v)
liegen. Wir sollten also parallel in der Nachbarschaft N(v) des Knotens v suchen. Analog gilt
dieses auch fiir den Algorithmus GREEDY-CLIQUE. Das Ergebnis dieser Uberlegungen ist der
von Halldérsson und Boppana entwickelte Algorithmus RAMSEY [7].

Algorithmus 3.3 Ramsey(G = (V, E))

1: if V =0 then

2: return (0, ()

3: choosev eV

4: V3 < N(v)

5. G1 — G[Vi]

6: Vo V\(N(v)U{v})
7 G2 — G[‘/Q]

8 (C1,11) —Ramsey(Gy)
9: (Cy,Iy) —Ramsey(G2)
10: if |C1 U {v}| > |C3] then

11: C — CyU{v}

12:  else

13: C «— Oy

14: if |[IL U {v}| > |I1]| then
15: I — I,U{v}

16: else

17: I—1

18: return (C,I)

Bevor wir uns dem Versténdnis des Algorithmus RAMSEY zuwenden, werden wir einen Ein-
blick in die Ramsey-Theorie [15] geben. Anschlieend werden wir uns noch mit Béumen be-
schéiftigen, da sich damit die Arbeitsweise des Algorithmus RAMSEY sehr gut veranschaulichen

lasst.
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3.2 Ein kurzer Einblick in die Ramsey-Theorie

Der Algorithmus RAMSEY ist, wie der Name schon vermuten ldsst, eng verwandt mit einem
klassischen Problem aus der Graphentheorie. Die im Nachfolgenden betrachtete Ramsey-Zahl
R(k,1) wurde nach dem englischen Mathematiker Frank P. Ramsey! benannt, der als Erster

zeigen konnte, dass diese Zahl wohldefiniert ist.

Definition 3.1 (Ramsey-Zahl R(k,l)) Es seien k > 2 undl > 2 natirliche Zahlen. Dann
gibt es eine kleinste Zahl R(k,l), genannt Ramsey-Zahl, so dass in jedem Graphen G = (V, E)
aufn > R(k,l) Knoten eine Clique C der Kardinalitit |C| = k oder eine unabhingige Menge
I der Kardinalitit |I| =1 enthalten ist.

Informal kénnte man das Problem folgendermafien beschreiben: Treffen sich n > R(k,) Per-
sonen, so gibt es immer k Personen, die sich alle gegenseitig kennen, oder es gibt [ Personen,

die sich paarweise nicht kennen.
Satz 3.2 Fir die Ramsey-Zahl R(k,l) gilt die Rekursion
R(k,l) < R(k,l—1)+ R(k—1,1). (3.1)
Beweis: Es sei G = (V, E) ein beliebiger Graph mit
V|=R(k—1,1) + R(k,l — 1)

Knoten. Wir miissen nun zeigen, dass G entweder eine Clique C' der Kardinalitiat |C| = k
oder eine unabhingige Menge I der Kardinalitét |I| = [ enthélt. Zunichst wihlen wir einen

beliebigen Knoten v € V und setzen

Li(v) = {w|weV: {v,w}eE}
L(v) = {w|lweV: {v,w}¢E}.

Fiir die Kardinalitidten der Mengen I1(v) und Iz(v) gilt
1) + 1) = [V~ 1.
Nach dem Schubfachprinzip gilt demnach entweder
() > Rk~ 1,1)

oder
[I2(v)] > R(k,1 = 1) .

Fall 1: Es sei |I1(v)] > R(k — 1,1). Aufgrund der Definition von R ist mindestens eine der

folgenden zwei Bedingungen erfiillt:

'Ramsey wurde am 22. Februar 1903 geboren und verstarb am 19. Januar 1930. Trotz seines frithen Todes
verOffentlichte er bedeutende wissenschaftliche Arbeiten in den Bereichen Logik sowie Kombinatorik und

hierbei insbesondere in der Graphentheorie.

10
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1. Es existiert eine unabhéngige Menge I C I;(v) der Kardinalitdt |I| = [ und wir sind
fertig.

2. Es existiert eine Clique C C I5(v) der Kardinalitidt |C| = k — 1.
Falls Letzteres gilt, setzen wir C* = C' U {v}, so dass |C*| = k gilt und C* eine Clique ist.

Fall 2: Es sei |I2(v)| > R(k,l—1). Wie in Fall 1 ist wieder mindestens eine der folgenden zwei
Bedingungen erfiillt:

1. Es existiert eine unabhéngige Menge I C I;(v) der Kardinalitét [I| =1 — 1.
2. Es existiert eine Clique C C I3(v) der Kardinalitit |C| = k und wir sind fertig.

Falls Ersteres gilt, setzen wir I* = I U {v}, um eine unabhiingige Menge der Kardinalitéit
|I*| = [ zu erhalten. O

Damit lasst sich auch die folgende Abschitzung herleiten.

Satz 3.3 Fir die Ramsey-Zahl R(k,l) gilt die obere Schranke

R(k,1) < (k Zi‘l 2) .

Beweis: Wir beweisen diesen Satz mittels Induktion {iber £ und [. Den Induktionsanfang

bildet k422
k.2)=k= B
S

sowie

Der Induktionsschritt erfolgt durch Einsetzen von

E+1—-1-2
1)<
< (171
und k+l—1-2
_ < T
R(k 1,1)_< k—l—l)

in die Rekursionsformel (3.1) aus Satz 3.2, welche mit Hilfe der Definition der Binomialkoef-

fizienten [1, Kapitel 1] vereinfacht wird:

R(k,)) < R(k,—1)+R(k—1,1)
o (RHI=BY (k-3
= k-1 k—2
o (kFi-2) -
= k-1

11
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3.3 Baume

Definition 3.4 (Baum, Wurzel) Ein Graph T = (V, E) heifst Baum, falls er zusammen-
hdngend ist und keine Kreise enthdlt. Die Wurzel ist ein speziell ausgezeichneter Knoten w

der Knotenmenge V.

Bédume werden meistens hierarchisch, abhéngig von der Entfernung zur Wurzel w, in Ebenen
dargestellt. Die Entfernung zur Wurzel ist dabei ein eindeutig definierter Wert, da je zwei

Knoten in einem Baum 7" durch einen eindeutigen Weg verbunden sind [1, Kapitel 6.
Beispiel 3.5 Der Graph G = (V, E) mit
V o= {1,2,3,4,5,6,7,8)

E = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,5},{3,6},{3,7}{7,8}}

ist ein Baum. Falls die Wurzel w der Knoten 1 ist, kann der Baum folgendermafien dargestellt

werden.

Abbildung 3.1: Visualisierung eines Baumes

Die Wurzel 1 befindet sich in Ebene 0, die Knoten {2,3,4} mit Abstand 1 von der Wurzel
werden Ebene 1 zugeordnet. Die Knoten {5,6,7} sind demnach in Ebene 2 und der Knoten
8 in Ebene 3.

Definition 3.6 (Vater, Sohn, Blatt, innere Knoten) FEs sei T' = (V, E) ein Baum mit
Wurzel w. Ein Knoten x heiffit Vater des Knotens y, falls {z,y} € E und die Entfernung
von x zur Wurzel w um genau Fins kleiner ist als die Entfernung von y zur Wurzel w. Der
Knoten y wird in diesem Fall als Sohn von x bezeichnet. Falls ein Knoten v eines Baumes T

keinen Sohn besitzt, dann bezeichnen wir v als Blatt, sonst heifit x innerer Knoten von T .

12
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Fiir das Beispiel 3.5 bedeutet diese Definition, dass beispielsweise der Knoten 3 der Vater der
Knoten 6 und 7 ist. Der Knoten 8 ist hier Sohn des Knotens 7 und die Knoten 4, 5,6 und 8
sind Blatter.

Eine spezielle Art von Bidumen sind die bindren Baume.

Definition 3.7 (bindrer Baum, linker (rechter) Sohn) EsseiT = (V, E) ein Baum mit
Wurzel w. Dieser Baum T heifit bindrer Baum, falls jeder innere Knoten x von T hdchstens
zwei Sohne besitzt. Wir unterscheiden in diesem Fall linken Sohn x; und rechten Sohn x,..

Die Kante {x,x;} bezeichnen wir als Linkskante, die Kante {x,x,} als Rechtskante.

Definition 3.8 (dulerer Knoten) FEs seiT = (V, E) ein bindrer Baum. Ein Knoten x ¢ V
heif$t dufserer Knoten, falls es einen Knoteny € V gibt, so dass der Baum T durch ,anhdngen®

von x an y ein bindrer Baum bleibt.

Beispiel 3.9 Der in Abbildung 3.2 dargestellte bindre Baum T auf der Knotenmenge V =
{1,...,6} hat 7 d&uBere Knoten, welche hier schwarz markiert sind. Im Allgemeinen werden die
dufleren Knoten bei einer graphischen Veranschaulichung nicht dargestellt, da diese Knoten

nicht Teil der Knotenmenge des Baumes T sind.

1

Abbildung 3.2: AuBere Knoten eines binéren Baumes

Lemma 3.10 FEin bindrer Baum T mit n Knoten hat genau n + 1 duflere Knoten.

Beweis: Wir beweisen dieses durch Induktion iiber die Anzahl n der Knoten. Fiir n = 1, das
heifit, falls der Baum T nur aus der Wurzel besteht, gilt offensichtlich

# duflere Knoten =2 =n+1,

da man an die Wurzel genau 2 verschiedene Knoten anhingen kann, so dass T ein bin&rer
Baum bleibt. Im Induktionsschritt n — n 4 1 fiigen wir nun ein Blatt so zum Baum T hinzu,
dass weiterhin ein bindrer Baum vorliegt, das heifit, wir kénnen beispielsweise ein Blatt an

ein bereits vorhandenes Blatt anhéngen. Dieses ist leicht moglich, da jeder endliche Baum

13
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mindestens ein Blatt hat. Durch das Hinzufiigen verlieren wir einen dufleren Knoten, ndmlich
gerade an der Position, an der wir das Blatt angehédngt haben. Auf der anderen Seite erhoht
sich die Anzahl duflerer Knoten um zwei, ndmlich um die zwei dufleren Knoten, die wir an

das hinzugefiigte Blatt anhidngen konnen. Damit gilt

# duflere Knoten=(n+1)—-1+2=n+2. 0

3.4 Verstandnis des Algorithmus

Die Berechnungen des Algorithmus RAMSEY fiir einen Graphen G = (V, E) kann man sich
am besten durch einen bindren Baum T veranschaulichen, wobei jeder innere Knoten von
T als Schliisselwert gerade den in Zeile 8 des Algorithmus RAMSEY (vgl. Algorithmus 3.3)
gewihlten Knoten v € V enthélt. Die Aufrufe mit leerem Graphen entsprechen den dufleren
Knoten (vgl. Definition 3.8) dieses Rekursionsbaumes. Der linke Sohn eines inneren Knotens
soll dabei dem Rekursionsaufruf ,Ramsey(G1)“ (Zeile 8) und der rechte Sohn dem Rekursi-
onsaufruf ,Ramsey(G2)“ (Zeile 9) entsprechen. Die Abbildung 3.3 stellt diesen Sachverhalt
dar. An dieser Stelle sei bemerkt, dass der Graph G; = (Vi, E) gerade der auf die Nachbar-
schaft N(v) des Knotens v induzierte Untergraph von G ist. Entsprechend enthélt der Graph

Go = (Vi, E9) gerade alle die Knoten aufler v, welche keine Nachbarn des Knotens v sind.

Ramsey(G1) Ramsey(G2)

Abbildung 3.3: Rekursionsbaum des Algorithmus RAMSEY

Aufgrund dieser Eigenschaft gilt fiir jeden inneren Knoten v € V' des bindren Baumes, dass
alle Knoten = € V, die sich im linken Teilbaum unter v befinden, im Graphen G = (V, E)
mit dem Knoten v durch eine Kante {v,z} € E verbunden sind. Analog dazu gilt, dass alle
Knoten y € V, die sich im rechten Teilbaum unter v befinden, nicht zur Nachbarschaft N (v)
des Knotens v im Graphen G = (V, E') gehoren.

Mit dieser Sichtweise kénnen wir die vom Algorithmus RAMSEY gefundene unabhéngige Men-
ge mit einem Pfad, welcher maximal viele rechte Kanten (vgl. Definition 3.7) enthilt, ver-
gleichen. Es sei {vy,...,v,} ein Pfad von der Wurzel v; zum Blatt v,, des Rekursionsbaumes,
welcher maximal viele Rechtskanten enthélt. Die unabhéngige Menge, welche der Algorithmus

RAMSEY findet, ist dann gerade

I = {vp} U{v; | vi1 ist rechter Sohn von v; fir i =1,...,n—1}. (3.2)

14
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Die Kardinalitét der unabhingigen Menge I entspricht also der Anzahl Rechtskanten auf
dem Pfad {v1,...,v,} plus eins. Analog dazu sei {vi,...,v,} ein Pfad von der Wurzel v;
zum Blatt v, des Rekursionsbaumes, welcher maximal viele Linkskanten enthélt. Die vom
Algorithmus RAMSEY gefundene Clique ist dann

C = {vm} U{v; | vix1 ist linker Sohn von v; firi =1,...,m —1} . (3.3)

3.5 Die Kardinalitidt der Mengen I und C

Wir wollen nun mit diesen Erkenntnissen die Grofie der approximierten Clique C' und der
approximierten unabhéngigen Menge I abschitzen. Angenommen der Algorithmus RAMSEY
liefert eine Clique C' der Kardinalitit |C| = k und eine unabhingige Menge der Kardinalitét
|I| = I zuriick. Aufgrund der Uberlegungen im vorangegangenen Abschnitt entspricht der Re-
kursionsbaum des Algorithmus RAMSEY dabei gerade einem bindren Baum, dessen maximale
Anzahl an Linkskanten in einem Pfad k — 1 ist und dessen maximale Anzahl an Rechtskanten
in einem Pfad [ — 1 ist. Diese Betrachtung wollen wir nun verallgemeinern, um damit die Kar-
dinalitdt der gefundenen Clique C' und der gefundenen unabhéngigen Menge I bestimmen zu

koénnen.

Definition 3.11 (r(k,l)) Es seir(k,l) die kleinste natirliche Zahl n, so dass alle bindren

Bdume auf n Knoten eine der folgenden zwei Bedingungen erfillen:
1. Es gibt einen Pfad, welcher mindestens k — 1 Linkskanten enthdlt.
2. Es gibt einen Pfad, welcher mindestens | — 1 Rechtskanten enthdlt.

Um die Zahl r(k,1) abzuschétzen, benétigen wir die folgende Definition:

Definition 3.12 (Baum Ty ;) Es sei Ty, ein grofter bindrer Baum, der folgende Bedingun-
gen erfillt:

1. Jeder Pfad enthdlt héchstens k — 2 Linkskanten.

2. Jeder Pfad enthdlt hochstens | — 2 Rechtskanten.
Der Baum Ty, erfiillt also keine der zwei Bedingungen aus Definition 3.11.
Die Definition 3.12 wollen wir uns am folgenden Beispiel veranschaulichen.
Beispiel 3.13 Der durch den Graphen G = (V, E) mit

vV o= {1,2,3,4,5)
E = {{1,2},{1,3},{2,4},{3,5}}

gegebene Baum mit der Wurzel 1 ist gerade der, bis auf Isomorphie eindeutige, Baum 75 3.

15
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4 5

Abbildung 3.4: Graphische Darstellung des Baumes 73 3

Wollen wir an diesen Baum zusétzlich noch einen Knoten anhingen, dann erhalten wir in

jedem Fall offensichtlich einen Pfad mit 2 Linkskanten oder einen Pfad mit 2 Rechtskanten.

Es gilt offenbar
# Knoten in Tjy = r(k,l) — 1. (3.4)

Nach Lemma 3.10 gilt fiir die Anzahl &uerer Knoten in 7}, ; demzufolge
# @uBere Knoten in Ty, = r(k,1) . (3.5)
Damit wollen wir nun die Zahl r(k,[) abschétzen. Wir zeigen zunéchst das folgende Lemma:

Lemma 3.14 FEs gilt
r(k,))=r(k—1,1)+r(k,l—1). (3.6)

Beweis: Sei T},; wie oben ein grofiter Baum, welcher einen Pfad mit héchstens £ — 2 Links-
kanten beziehungsweise hochstens | — 2 Rechtskanten enthélt und sei w die Wurzel dieses

Baumes,

Abbildung 3.5: Zusammensetzung des Baumes T},

dann ist der linke Teilbaum ein Baum 7}_;; und der rechte Teilbaum ein Baum T} ;—; (vgl.
Abbildung 3.5) und folglich gilt:

r(k,l) = # Knotenin Ty, +1
= # Knoten in T}, _1; + # Knoten in T}, ;1 + 1+1

# Kno‘;(;n in T,
= r(k—1,)—1 + rki—-1)—1 42
—_——— —_———
# Knoten in 7,_,; # Knoten in 73, ,
= rk—10)+rki-1). O

16
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Damit zeigen wir nun:

Satz 3.15 FEs gilt

R(k, 1) < r(k,1) = <k+l_2> .

-1

Beweis: Wir beweisen diesen Satz mittels Induktion iiber k¥ und [ und nutzen gleichzeitig
die Gleichung (3.5). Der Baum T}, 5 besteht aus k — 2 Linkskanten und somit & — 1 Knoten.
Aufler dem Blatt, welches 2 duflere Knoten besitzt, hat jeder Knoten einen dufleren Knoten.
Damit gilt

k+2-2
# @uBere Knoten in Ty, o = r(k,2) =k = < + ) .

1
Der Baum T5; besteht aus [ — 2 Rechtskanten und somit [ — 1 Knoten. Aufler dem Blatt,

welches 2 duflere Knoten besitzt, hat jeder Knoten wiederum einen dufleren Knoten. Damit

gilt
24+1-2
# duBere Knoten in Th; =r(2,1) =1 = ( +1 ) .
Der Rest folgt analog zum Beweis von Satz 3.3. Die Behauptung R(k,1) < r(k,l) gilt, da wir
in Lemma 3.14 die Identitét r(k,l) = r(k — 1,1) + r(k,l — 1) gezeigt haben. O

Diese Uberlegungen nutzen wir, um den néchsten Satz, welcher eine Aussage iiber die Grofe

der unabhingigen Menge I und die Griéfle der Clique C' macht, zu beweisen.

Satz 3.16 Es sei G = (V, E) ein Graph auf n = |V| Knoten. Dann gibt der Algorithmus
RAMSEY bei Eingabe von G eine Clique C und eine unabhdngige Menge I aus, so dass gilt

(!C\HI

(0 (i)
o )—1Zr(|CH—1,IH—1)—12n. (3.7)

Beweis: Teil (i) der Formel (3.7) folgt sofort aus Satz 3.15. Zum Beweis von (ii) nehmen wir

das Gegenteil an, das heifit es gelte
r(|Cl+1,[I|+1)-1 < n
= r(|C|+1,[I|+1) < n.

Diese Aussage bedeutet, dass jeder Baum auf n Knoten einen Pfad mit (mindestens) |C|
Linkskanten oder einen Pfad mit (mindestens) |I| Rechtskanten besitzt. In diesem Fall hétte
der Algorithmus RAMSEY jedoch eine Clique C* der Kardinalitét |C*| = |C] + 1 oder eine
unabhéngige Menge I'* der Kardinalitit [I*| = |I| 4+ 1 ausgeben miissen, Widerspruch. |

Aus diesem Satz konnen wir das folgende Korollar ableiten.

Korollar 3.17 Es sei G = (V, E) ein Graph auf n = |V| Knoten. Dann gibt der Algorithmus
RAMSEY bei Fingabe von G eine Clique C und eine unabhdngige Menge I aus, so dass gilt

1
11-1C1 = 7 - (logn)?

17
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Beweis: Aufgrund von (3.7) gilt

1]+ !C|>
n < ,
< C]

wobei die rechte Seite fiir den Fall der Gleichheit |/| = |C| minimal wird [37]. Damit gilt

2|C 1
n < <||C||) <220 — |C| > 5 *logn

und wir erhalten wegen |I| = |C|

1 2
11-1C1 = 7 - (logn)? 5

3.6 Eine Approximationsgiite von O(n/(logn)?)

In Abschnitt 3.1 haben wir den Algorithmus RAMSEY kennengelernt. Hier wollen wir nun zei-
gen, wie wir mit Hilfe dieses Algorithmus auf Graphen mit n Knoten eine Approximationsgiite
von O(n/(logn)?) erreichen.

Angenommen der gegebene Graph G = (V, E) enthélt nur Cliquen geringer Kardinalitidt. Da
fiir die ausgegebene unabhéngige Menge I und die ausgegebene Clique C' wegen Korollar 3.17

1] -1C| = 5 - (logn)?

=

gilt, muss die gefundene unabhéingige Menge I in diesem Fall entsprechend grof3 sein.

Umgekehrt, das heifit, wenn der gegebene Graph G = (V, E') Cliquen hoher Kardinalitéit ent-
h#lt, konnen wir leider keine niitzlichen Aussagen iiber die Qualitdt der unabhingigen Menge
machen. Wenn wir jedoch diese Cliquen hoher Kardinalitit aus dem Graphen G entfernen
und erneut den Algorithmus RAMSEY auf den Restgraphen G’ = (V’, E’) anwenden, kénnen

wir bessere Ergebnisse erwarten. Wir kénnten also die folgenden zwei Schritte ausfithren:

1. Entferne aus dem Graphen G = (V, E) eine maximale Menge knotendisjunkter Cliquen
der Kardinalitit k. Der dadurch entstandene Graph sei G’ = (V', E').

2. Wende den Algorithmus RAMSEY auf den Graphen G’ an.
Wenn wir diesen Ansatz verfolgen, stoflen wir jedoch auf folgende Probleme:

(i) Das erste Problem ist, dass, falls wir als Eingabe beliebige Graphen G = (V, E) zulassen,
der Restgraph G’ = (V/, E') leer ist, das heifit keine Knoten mehr enthélt.

(ii) Das zweite Problem ist, dass alle bisher bekannten Algorithmen fiir das Auffinden einer
Clique der Kardinalitét k& > 3 eine Laufzeit von ©(n*) Operationen benétigen. Dieses

ist jedoch nicht fiir alle auftretenden Werte von k& und n polynomiell beschrénkt.
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Diese beiden Probleme kénnen jedoch einfach gelost werden. Falls wir ndmlich wissen, dass
der gegebene Graph G eine hinreichend grofie unabhingige Menge enthélt, dann kénnen wir
garantieren, dass ausreichend viele Knoten im Graphen G’ verbleiben und der Restgraph

folglich nicht leer ist. Dieses werden wir im folgenden Lemma zeigen.

Lemma 3.18 Es sei G = (V, E) ein Graph mit einer Unabhingigkeitszahl o(G) und k die

kleinste natirliche Zahl, so dass fiir ein € > 0 gilt

1
a(G) > (k + 5) ‘n. (3.8)
Weiter seien C1,...,Cy, knotendisjunkte Cliquen der Kardinalitit |C;| =k, i =1,...,m, in
G. Dann gilt fir die Anzahl Knoten im Graphen G[V'] mit V' :=V \ (C1 U...UCy,)

e
n>e-n. :
= 1/k n>e-n (3.9)

Beweis: Um dieses Lemma zu beweisen, werden wir einen worst-case Fall konstruieren. Ge-

L=

nauer gesagt wollen wir einen Graphen G = (V, E) konstruieren, der hauptséichlich aus den

Cliquen Cj, i = 1,...,m besteht, so dass nach dem Lo&schen dieser Cliquen moglichst wenig
Knoten im Restgraphen G’ = (V', E’) verbleiben.
Wir beginnen die Konstruktion mit m Cliquen der Kardinalitét |C;| = k, i = 1,...,m, welche

wir untereinander mit Kanten verbinden, so dass eine unabhéngige Menge I der Kardinalitit
|I| = m (von jeder Clique ein Knoten) erhalten bleibt. Diese sorgfiltige Wahl der Kanten
zwischen den Cliquen soll bezwecken, dass wir wenige zusétzliche Knoten hinzufiigen miissen,

um die Bedingung (3.8) zu erfiillen. Falls wir nur diese m Cliquen verwenden, gilt aber nur

o(G) = 1) = m =

> 3

Um (3.8) zu erfiillen, reicht es jedoch, wenn wir einen einzelnen Knoten v zum Graphen G
hinzufiigen, welcher zusammen mit der Menge I eine unabhéngige Menge I* = I U{v} bildet,

da in diesem Fall

1
a(G)=I"l=m+1 > (+€> n

k

n
— m+1 > E—I—s'n
<= k-m+k > m-k+14e-k-n

_
= k—1 > e-k-n
— Rolo (3.10)

k-n ¢ ’

gilt. Wegen k£ > 2 haben wir somit ein € > 0 bestimmt.
Nach dem Entfernen der Cliquen C;, i = 1,...,m, enthilt der Graph G’ = (V', E’) offenbar

nur noch den einzelnen Knoten v. Mit (3.10) folgt

I=1>—" n>e¢.
Vi=tzgqpnzemn

und somit ist auch (3.9) erfiillt. O
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3 DER RAMSEY ALGORITHMUS

Das Problem (ii) lidsst sich auch einfach 16sen, da wir eigentlich gar keine Cliquen suchen
miissen. Der Algorithmus RAMSEY berechnet ndmlich beides, eine unabhéingige Menge I und
eine Clique C. Diese Clique C wird dann aus dem Graphen entfernt und der Algorithmus
RAMSEY erneut auf den Restgraphen angewendet. Falls durch das Entfernen von C der Graph
leer wird, dann bestand der Graph nur aus dieser Clique C. Die grofite unabhéngige Menge
I wiirde in diesem Fall nur aus einem Knoten bestehen. Der Algorithmus RAMSEY hiitte
dann jedoch einen einzelnen Knoten ausgegeben. Im Algorithmus CLIQUE-REMOVAL ist diese

gerade beschriebene Vorgehensweise dargestellt.

Algorithmus 3.4 Clique-Removal(G = (V, E))

10 11

2:  (Cy, I;) —Ramsey(G)
3 I 1

4: while V # () do

5: V—V\CG

6: GGV

7 1—1+1

8 (Ci, I;) —Ramsey(G)

9: if |I;| > |I| then

11:  return (I,{C1,Cy,...,C;})

Der Algorithmus CLIQUE-REMOVAL ruft den Algorithmus RAMSEY iterativ auf und entfernt
die gefundene Clique, bis der Graph G = (V, E) keinen Knoten mehr enthélt. Das Ergebnis
des Algorithmus ist eine grofite, vom Algorithmus RAMSEY gefundene unabhingige Men-
ge I sowie eine Zerlegung der Knotenmenge V in disjunkte Cliquen. Diese Partition der
Knotenmenge ist eine Approximation des Problems CLIQUE COVER (vgl. Definition A.6).
Umgekehrt, wenn wir als Eingabe fiir den Algorithmus CLIQUE-REMOVAL den Komplement-
graphen G = (V, E) des Graphen G = (V, E) verwenden, erhalten wir eine Approximation
fiir das Problem CLIQUE und fiir das Problem COLORING (vgl. Definition A.5). Wir miissen
jedoch nicht unbedingt den Komplementgraphen G verwenden, um diese beiden Probleme zu
approximieren. Stattdessen geniigt es, den Algorithmus CLIQUE-REMOVAL so zum Algorith-
mus INDEPENDENT-SET-REMOVAL zu modifizieren, dass wir in jeder Iteration die gefundene
unabhéngige Menge I aus dem Graphen entfernen. Die Knoten dieser unabhéngigen Mengen
konnen offenbar jeweils mit derselben Farbe gefirbt werden, so dass die Anzahl der Iterationen

eine Approximation des Problems COLORING ist.

Aufgrund der Dualitdt der Probleme INDEPENDENT SET und CLIQUE besitzen die beiden
Algorithmen CLIQUE-REMOVAL und INDEPENDENT-SET-REMOVAL die gleiche Approximati-
onsgiite. Dies werden wir bei der Analyse der Giite dieser Algorithmen ausnutzen. Zunéchst

werden wir das folgende Lemma beweisen.
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3 DER RAMSEY ALGORITHMUS

Algorlthmus 3.5 Independent-Set-Removal(G = (V, E))
11
(Ci, I;) —Ramsey(G)
C — C;
while V # ) do
G — G[V]
1—1+1
(Ci, I;) <—Ramsey(G)
if |C;| > |C| then
return (C,{I1,Is,..., L;})

._.

—_

Lemma 3.19 Es sei A ein Algorithmus, welcher in einem Graphen G = (V,E) mit |[V| =n
eine unabhingige Menge I der Kardinalitit |I| = f(n) findet, wobei f eine positive (f(n) >0
fiir alle n) monoton steigende Funktion ist. Dann erhdlt man durch iterative Anwendung von

A auf G eine Firbung der Knotenmenge V- mit
# Farben < i L . (3.11)
250

Beweis: Wir beweisen diese Aussage mittels Induktion iiber die Anzahl n der Knoten V.

Fir n = 1 erhalten wir
1
1
# Farben =1 < Z f— )

da jeder verniinftige Algorithmus A in einem Graphen, welcher aus einem Knoten besteht,

eine unabhéngige Menge I der Kardinalitit |/| = 1 findet und demzufolge f(1) = 1 gilt.

Es sei nun n > 1. Der Algorithmus A findet laut Voraussetzung eine unabhingige Menge I
der Kardinalitét [I| = f(n). Diese f(n) vielen Knoten konnen mit einer Farbe gefirbt werden,
da nach Definition einer unabhéngigen Menge je zwei Knoten der Menge I nicht benachbart
sind. Durch das Entfernen der Menge I aus dem Graphen G erhalten wir einen neuen Graphen
G' = (V',E') mit |V'| =n' =n — f(n) vielen Knoten.

Wenn wir nun
n

1
Z f ol > m>1 (3.12)

i=n'+1 i=n—f(n)+1

zeigen konnen, sind wir fertig, da wir in diesem Fall

1+Zf Zf

erhalten und damit die Anzahl Farben wie in (3.11) beschrénkt ist.
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3 DER RAMSEY ALGORITHMUS

Es gilt

n

1 1 1 1
2 ) fn—Jm+)  fa—tm+2 T Fm) (3.13)

i=n—f(n)+1

Die rechte Seite in Formel (3.13) enthélt offenbar f(n) viele Summanden. Da f(n) eine mo-

noton steigende Funktion ist, gilt

1 1 1
o Fm 1) = T fm) ) = T
und demzufolge auch
1 1
DS TR Th .

Wir haben nun die Grundlagen geschaffen, um zu beweisen, dass der Algorithmus CLIQUE-
REMOVAL eine unabhingige Menge I und der Algorithmus INDEPENDENT-SET-REMOVAL
eine Clique C' approximiert, wobei jeweils eine Approximationsgiite von O(n/(logn)?) erreicht

wird.

Satz 3.20 Der Algorithmus INDEPENDENT-SET-REMOVAL approximiert fir einen Graphen
G = (V, E) eine Cliqgue C mit Giite O(n/(logn)?).

Beweis: Esseien C und [, ..., Icorors die vom Algorithmus INDEPENDENT-SET-REMOVAL
gefundene Approximation fiir das Problem CLIQUE und das Problem COLORING, wobei die
approximierte Anzahl Farben genau COLORS ist. Aufgrund von Korollar 3.17 gilt in jeder

Iteration
1 2
il 151 (o)

wobei mit n; die Anzahl Knoten des Restgraphen in Iteration i gemeint ist. Die beiden Men-
gen C; und I; sind dementsprechend die in Iteration i gefundene Clique beziehungsweise die

gefundene unabhingige Menge. Fiir |I;| = f(n;) gilt folglich

1 (logn;)?
. yo\) , (3.14)
da C die grofite gefundene Clique ist.

Um Lemma 3.19 anwenden zu konnen, muss die eingesetzte Funktion f(n) positiv (f(n) >0
fiir alle n) und monoton steigend sein. Die Funktion f(n;) ist jedoch nur monoton steigend
und nicht positiv, da fiir n; = 1 der Funktionswert 0 angenommen wird. Die Bedeutung
der Funktion f(n) aus Lemma 3.19 ist folgende: Bei Eingabe eines Graphen G = (V, E)
mit n = |V| Knoten liefert der Algorithmus A eine unabhingige Menge I der Grofie f(n).
Offensichtlich gilt stets f(n) > 1 und insbesondere f(1) = 1, da die Knotenmenge eines

Graphen, welcher nur aus einem Knoten besteht, selbst unabhéingig ist. Wir kénnten daher
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3 DER RAMSEY ALGORITHMUS

die untere Schranke in (3.14) fiir n; = 1 auf f(1) = 1 erhéhen. Zur einfacheren Rechnung [37]
setzen wir allerdings nur f(1) := 1/(4/C|) < 1 und erhalten

# Farben = COLORS

IN
e
Q
=
+
]
z|
=

_|._
]
g -
e

IN
~
Q

/~
5
_|_

S
e
~

= 0{1°1 fogrp) -

Wir betrachten nun das Produkt der beiden Approximationsgiiten:

w(G) COLORS w(G) n
O I (<1ogn>2> | (3.15)

Es gilt stets w(G) < x(G), da zum Férben einer Clique auf w(G) Knoten genau w(G) viele

Farben benotigt werden. Approximationsgiiten sind nach Definition mindestens 1. Da das
Produkt beider durch O(n/(logn)?) beschrinkt ist, muss jeder einzelne Faktor in (3.15)
durch O(n/(logn)?) beschréinkt sein und somit erhalten wir eine Approximationsgiite von
O(n/(logn)?) fiir die Probleme CLIQUE und COLORING?. O

Korollar 3.21 Der Algorithmus CLIQUE-REMOVAL approximiert fir einen Graphen G =
(V,E) eine unabhingige Menge I mit Giite O(n/(logn)?).

Beweis: Die beiden Algorithmen INDEPENDENT-SET-REMOVAL und CLIQUE-REMOVAL un-
terscheiden sich nur dahingehend, dass ersterer eine Losung fiir das Problem CLIQUE appro-
ximiert, indem er unabhingige Mengen aus dem Graphen entfernt, und letzterer eine Losung
fiir das Problem INDEPENDENT SET approximiert, indem er Cliquen entfernt. Da Cliquen ge-
rade das Komplement von unabhéngigen Mengen sind, haben beide Algorithmen die gleiche

Approximationsgiite. Das Korollar folgt damit direkt aus Satz 3.20. O

Wir haben also gezeigt, dass wir unabhiingige Mengen mit einer Giite von O(n/(logn)?) ap-
proximieren kdnnen. An dieser Stelle wollen wir explizit die Grofle einer unabhéngigen Menge
I bestimmen. Insbesondere sind wir natiirlich an unteren Schranken beziiglich der Kardinali-

tit dieser unabhingigen Menge interessiert. Zunéchst betrachten wir folgende Definition:

2Fiir das Problem COLORING sind bereits bessere Approximationsalgorithmen, beispielsweise von Halldérsson

und Radhakrishnan [21] mit einer Approximationsgiite von O(n(loglogn)?/(logn)®), bekannt.
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3 DER RAMSEY ALGORITHMUS

Definition 3.22 (Ix(n)) Die Zahl l(n) sei die kleinste Zahl l, so dass jeder Graph auf n
Knoten eine Clique der Grdfie k oder eine unabhdingige Menge der Grofie I hat:

Le(n) = min{l | r(k, 1) >n}>min{l‘ <kl+_lI2> >n} .

Falls ein Graph G = (V, E) auf n Knoten keine Clique der GroBe k£ hat, dann enthilt G
demnach eine unabhéngige Menge der Grofe i(n). Fiir den Algorithmus CLIQUE-REMOVAL

konnen wir die Grole der gefundenen unabhéngigen Menge I folgendermaflen abschétzen:

Satz 3.23 Es sei G = (V, E) ein Graph und k die kleinste natirliche Zahl, so dass a(G) >
n/k gilt. Weiter sei e = a(G)/n—1/k. Dann findet der Algorithmus CLIQUE-REMOVAL eine
unabhdngige Menge I der Kardinalitdt

7] > max{li(e - n), lp1(n/k?)} -

Beweis: Da die Unabhéngigkeitszahl o(G) des Graphen G = (V| E) echt grofer als n/k ist,
findet der Algorithmus CLIQUE-REMOVAL schliefflich irgendwann keine k-Clique mehr, welche
entfernt werden konnte. Fiir die Kardinalitét der Knotenmenge V'’ des Graphen G' = (V/, E'),
der zu diesem Zeitpunkt vorliegt, gilt dann wegen Lemma 3.18

€
>e-n.

/
> .
Viz iz n=

Da der Graph G’ keine k-Clique mehr hat, muss es eine unabhéingige Menge I der Kardinalitéit
11| > (V') = l(e - n)

geben, welche vom Algorithmus RAMSEY effizient gefunden wird.
Der Fall, dass keine k + 1-Clique gefunden wird, tritt schon eher ein. Wir wollen nun die
Anzahl Knoten abschétzen, welche in diesem Fall noch im Graphen G’ = (V', F’) sind. Es

gilt
1
> (= S -
a(G)_< +5> n <k—|—1+ +k k—i—l)
Wir setzen
»3’—5+l—L
N ko k+1
und erhalten mit Hilfe von Lemma 3.18
6/
v > ——M .
VIiz s
B e+1/k—1/(k+1)
B 1—-1/(k+1)
n
> 2

24



3 DER RAMSEY ALGORITHMUS

Falls im Graphen G’ keine Clique der Gréfie k + 1 enthalten ist, konnen wir mit Hilfe des
Algorithmus RAMSEY effizient eine unabhéingige Menge I bestimmen, fiir die gilt

12 bt (V') = U (n/K?)
Damit gilt fiir die vom Algorithmus CLIQUE-REMOVAL gefundene unabhéngige Menge [

|I| > max{ly(c - n), ls1(n/k?)} . 0

Wir wollen nun den Wert [ (n) abschétzen. Wir unterscheiden dabei abhéngig von den Werten
fiir [ und k verschiedene Fille. Zunéchst betrachten wir den Fall, dass der gegebene Graph
G = (V, E) eine grofie unabhiingige Menge und eine kleine Clique enthilt. Dann gilt

k41—2
>
(757 =
e (k+1—2)\""!
- = >
— ( el ) n
e (k+1-2) gy
k—1 =
— I > e lo(k—1)-nY/* D _f 4o, (3.16)

—

Damit erhalten wir nun das folgende Korollar:

Korollar 3.24 Es sei G = (V,E) ein Graph und k die kleinste natirliche Zahl, so dass
a(G) > n/k + m gilt. Dann findet der Algorithmus CLIQUE-REMOVAL eine unabhingige
Menge der Grifie Q(m'/ (1),

Beweis: Nach Lemma 3.18 enthélt der Graph G nach dem Entfernen aller Cliquen der Grofie
k mindestens m Knoten. Aufgrund obiger Uberlegungen enthilt die gefundene unabhéngige
Menge Q(m!/*=1) Knoten. O

Wir haben hier vorausgesetzt, dass der Wert k klein ist, das heif3t, der Graph enthélt nur
Cliquen geringer Grofe. Falls k grof} ist, dann ist die Abschétzung (3.16) von der Art [ > 1, das
bedeutet, wir hitten eine Aussage, welche trivialerweise erfiillt ist, da der Ausdruck pt/(k=1)

fiir n — oo und £k — n gegen 1 konvergiert. Fiir diesen Fall werden wir daher eine andere

<k+l—2) -
-1 -

Abschétzung vornehmen.

-1
N e-(k+1-2) > n
-1
(k+1-2
= (l—1)-log <e(lt1)) > logn.
Fiir kleine Werte von [ und grofle Werte fiir k, etwa [ < logn und k > 2logn, erhalten wir
logn
1>— .
~ log(k/logn)
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In Kapitel 3 haben wir den von Boppana und Halldérsson entwickelten Algorithmus CLIQUE-
REMOVAL [7] zur Bestimmung unabhéingiger Mengen betrachtet. Dieser Algorithmus entfernt
in jedem Schritt die vom Algorithmus RAMSEY gefundene Clique. Durch das Entfernen einer
Clique, das heifit eines vollstéandigen Teilgraphen, wird die Kantendichte im Restgraphen
G' = (V',E') geringer. Der Gedanke dabei ist, dass eine grofie unabhingige Menge in G’
einfacher zu finden ist, wenn G’ wenige Kanten enthilt. Das Entfernen einer Clique verringert
die Grofle einer unabhéngigen Menge nur um maximal einen Knoten, da jede unabhéngige
Menge hochstens einen Knoten dieser Clique enthalten kann.

Umgekehrt, falls wir eine Losung fiir das Problem CLIQUE approximieren wollen, kénnen
wir aufgrund der Dualitét zwischen den Problemen CLIQUE und INDEPENDENT SET analog
vorgehen. Das bedeutet, dass wir dann in jedem Schritt die vom Algorithmus RAMSEY gefun-
dene unabhéingige Menge entfernen miissen. In Kapitel 3 wurde dieses Vorgehen durch den
Algorithmus INDEPENDENT-SET-REMOVAL verdeutlicht.

Wir wollen uns in diesem Kapitel nun eine Weiterentwicklung dieser Gedanken von Feige
[11] anschauen. Der Grundgedanke von Feige war, dass wir zur Approximation einer Clique
nicht nur unabhiingige Mengen aus dem gegebenen Graphen G = (V| E) entfernen, sondern
dass wir zu diesem Zweck auch diinnbesetzte Teilgraphen, das heifit Teilmengen S C V der

Knotenmenge V entfernen, wobei zwischen Knoten aus S nur ,,wenige* Kanten verlaufen.

Wir wollen zunéchst definieren, was wir unter einem Teilgraphen, der nur ,wenige* Kanten

enthélt, verstehen.

Definition 4.1 (schwache Knotenmenge) Sei G = (V, E) ein Graph mit einer Clique
C der Kardinalitit |C| > n/k. Eine Knotenmenge S in G heifft schwach, wenn der auf S
induzierte Untergraph von G keine Clique Cs der Kardinalitit |Cs| > |S|/(2k) enthiilt.

Lemma 4.2 Sei G = (V, E) ein Graph und S1 sowie Sy zwei beliebige disjunkte, schwache

Knotenmengen von G. Dann ist die Knotenmenge S1 U Sy ebenfalls schwach.

Beweis: Nach Definition 4.1 wissen wir, dass der auf S; induzierte Untergraph von G keine
Clique Cg, der Kardinalitidt |Cs,| > |S1|/(2k) besitzen kann. Analog gilt, dass der auf Sy
induzierte Untergraph von G keine Clique Cg, der Kardinalitét |Cg,| > |S2|/(2k) enthélt.

Wir nehmen nun an, dass die Knotenmenge S; U S5 nicht schwach ist, das heifit, der auf
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S1 U Sy induzierte Untergraph von G enthélt eine Clique Clg, fiir die gilt
|S1] + |S2]
2k '
Falls die Menge S; mehr als |S1|/(2k) Knoten der Clique Cg enthélt, dann bilden diese Knoten

natiirlich auch in Sj eine Clique im Widerspruch zur Voraussetzung, dass S eine schwache

|Cs| >

Knotenmenge ist. Umgekehrt, namlich, falls die Menge S; weniger als |S1|/(2k) Knoten der
Clique Cg enthilt, befinden sich in der Knotenmenge S; mindestens [Sa|/(2k) Knoten der
Clique Cg, welche offenbar eine Clique bilden, im Widerspruch dazu, dass die Knotenmenge
So schwach ist. O

Satz 4.3 Sei G = (V, E) ein Graph mit einer Clique C der Kardinalitit |C| > n/k. Seien
Si,...,S; beliebige disjunkte schwache Knotenmengen von G. Sei G' = (V', E’) der auf V' \
(S1 U...US)) induzierte Untergraph von G. Dann gilt fiir die Anzahl der Knoten in G’

, n
> — .
V=5
Auferdem enthdilt der Graph G' = (V', E') eine Clique C' der Kardinalitdit

V/
'l > ’k’ . (4.1)

Beweis: Aufgrund von Definition 4.1 besitzt der auf S; induzierte Untergraph keine Clique
der Gréfle |S;]/(2k), i =1,...,1. Weiterhin ist wegen Lemma 4.2 die Vereinigung S = U§:1 S;
wieder eine schwache Knotenmenge. Jeder Untergraph von G = (V, E') hat héchstens n Kno-
ten. Also hat der auf S induzierte Untergraph von G hochstens n Knoten und keine Clique
der Kardinalitét n/(2k).

Nach Voraussetzung hat G eine Clique C der Grofle |C| > n/k. Da der auf S induzierte
Untergraph von G keine Clique der Grofie n/(2k) haben kann, miissen mindestens n/(2k)
Knoten der Clique C' im Graphen G’ verblieben sein. Damit gilt

n

V'] = ok

Die Formel (4.1) beweisen wir, indem wir annehmen, dass fiir alle Cliquen C’ im Graphen
G' = (V',E') gilt

V'l

!/
< —.
<5

Dieses bedeutet jedoch, dass sich mindestens
vi_vi_ 18l

k k k
Knoten der Clique C' in der Knotenmenge S befinden und damit auch eine Clique Cg der

Grofle
S|

k
im auf S induzierten Untergraphen von G bilden, welches im Widerspruch dazu steht, dass S

|ICs| >

eine schwache Knotenmenge ist. O
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Algorithmus 4.1 Feige(G = (V, E), k, t)

1. Vi<V
2: E «F
3: loop
4: VeV’
9: E" — F'
6: C—10
7 loop
8: if |V"| < 6kt then
9: break
10: P,...,P—PCV": |P|=2kt,Vi#j: BLNP; =10
11: good «— false
12: 17— 1
13: repeat
14: for all S C P, |S| =t do
15: clique «— true
16: for all v,w € S, v # w do
17: if {v,w} ¢ E” then
18: clique — false
19: break
20: if clique = true then
21: NS)—{v|veV'\S,VweS: {v,w} € E"}
22: if |IN(S)| > |V"|/(2k) — t then
23: good «— true
24: break
25: 1—1+1
26: until good = true or ¢ =
27: if good = true then
28: C—Cus
29: V" — N(S)
30: E'" — {{v,w} |ve V" and w € V" and {v,w} € E"}
31: else
32: break
33: if C > t-logs,(|]V’|/(6kt)) then
34: return C
35: break
36: if good = false then
37: Vi V\V"
38: E — E'\{{v,w}|veV"orweV"}
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4.1 Verstandnis des Algorithmus

Der Algorithmus von Feige liefert nach Eingabe der Parameter k& und ¢ sowie eines Graphen
G = (V,E), welcher eine Clique der GroBe |V|/k enthilt, eine Clique C' der Kardinalitéit
|C| > t-logs,(|V]/t — 3) fiir einen Parameter ¢, der im Abschnitt zur Laufzeitanalyse des

Algorithmus noch genauer spezifiziert wird.

Man kann diesen Algorithmus in Phasen (die Zeilen 8 bis 88) und Iterationen (die Zeilen 7
bis 32) einteilen, wobei jede Phase aus mehreren einzelnen Iterationen bestehen kann. Eine
Phase erhélt als Eingabe einen Graph G’ = (V', E’), welcher eine Clique der Grofie |V'|/k
enthélt. In der ersten Phase wird mit dem Graphen G = (V| E), der nach Voraussetzung eine

Clique dieser Grofe enthélt, gestartet (vgl. Zeilen 1 und 2).

Nach Abarbeitung mehrerer einzelner Iterationen endet eine Phase, wobei eine der folgenden

zwei Bedingungen erfiillt ist:
1. Eine Clique C der Kardinalitit |C| > t - logs;, (|V’|/(6kt)) wurde gefunden.
2. Ein schwacher Untergraph G” = (V" E") wurde gefunden.

Falls die erste Bedingung erfiillt ist, wird die Clique C ausgegeben (Zeile 34) und der Al-
gorithmus terminiert (Zeile 35). Bei Erfiillung der zweiten Bedingung wird der schwache
Untergraph G” = (V" E"”), welcher in den einzelnen Iterationen berechnet wird, aus dem
Graphen G’ = (V', E') entfernt (die Zeilen 37 und 38) und eine neue Phase mit dem Rest-
graphen beginnt. Wegen Satz 4.3 ist die Schleifeninvariante erfiillt, das heifit der Restgraph
enthilt eine Clique der Kardinalitit |V'|/k. Zusitzlich gilt, dass |V’| nicht kleiner als n/(2k)

werden kann.

Bevor wir uns einer einzelnen Iteration zuwenden werden, wollen wir die ausgegebene Clique

C genauer analysieren. Aufgrund der Bedingung in Zeile 33 hat diese Clique eine Kardinalitét

von
V'l
n /
> . _ >
> tlogy 5 (da V'] 2 n/(2F)

= t- (loggk % — logs;, 12k2> .

Wir schiatzen nun den Term

In (12k2)
=1 12k = ———~
mit 3 ab, da folgende Aquivalenz erfiillt ist
logs, 12k* < 3
— 12k < (3k)?
9
1 < -k.
— =3
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Damit gilt
t - (logay(n/t) — logsi (12k%)) > t - (loggy,(n/t) — 3)

und der Algorithmus liefert eine Clique C der Grofe
C| =t - (loggx(IV|/) = 3) - (4.2)

Wir analysieren nun eine einzelne Iteration. In jeder Iteration wird ein Untergraph G” =
(V" E") von G beziehungsweise von G’ (vgl. Zeilen 4 und 5) betrachtet. Fiir die erste Iteration
einer Phase wird der Graph G’ = (V’, E’) verwendet sowie die Menge C' auf die leere Menge
gesetzt (Zeile 6). In Zeile 8 wird zuniichst {iberpriift, ob die Knotenmenge V" weniger als
6kt Knoten enthélt. Ist dies der Fall, wird die Schleife der Iterationen beendet. Die Clique C'
hat dann die Kardinalitit |C| > ¢ -logs, (|V']/(6kt)), wie wir spéter beweisen werden, und der

Algorithmus terminiert daraufhin.

Anderenfalls partitionieren wir in Zeile 10 die Knotenmenge V" in disjunkte Knotenmengen
Pi=1,...,1 (1 =[V"/(2kt)]), der Grofle |P;| = 2kt. Zur Vereinfachung kénnen wir anneh-
men, dass 2kt ein Teiler von |V”| ist. Der Algorithmus kann einfach modifiziert werden, um
auch den Fall, dass 2kt kein Teiler von |V”| ist, zu bewiéltigen, ohne dass dies grofiere Auswir-
kungen auf die Clique C, welche der Algorithmus ausgibt, hat. Dazu fiigen wir beispielsweise
isolierte Dummyknoten hinzu, das heifit Knoten, die mit keinem anderen Knoten verbunden

sind.

Zum weiteren Verstdndnis benotigen wir die folgende Definition.

Definition 4.4 (gute Knotenmenge) Es sei der Graph G = (V, E), der eine Clique C' der
Grofse |C| > |V|/k enthdlt, sowie die Parameter t und k die Eingabe fiir den Algorithmus von
Feige. Weiterhin sei S CV, |S| =t, und N(S) C V'\ S die Menge aller Knoten aus V'\ S, die
mit jedem Knoten aus S inzidieren. Wir bezeichnen S als gute Knotenmenge, wenn folgende

zwei Bedingungen erfillt sind:
1. S ist eine Clique.
2. Es qilt IN(S)| > |V|/(2k) —t.

In den Zeilen 13 bis 26 betrachten wir nun nacheinander alle ¢-elementigen Knotenmengen
von P;, i =1,...,1, bis wir entweder eine gute Knotenmenge S gefunden haben (siehe Zeilen
15 bis 24) oder alle Knotenmengen P; abgearbeitet sind. Falls wir eine gute Knotenmenge S
gefunden haben, fiigen wir diese zur Clique C hinzu und starten die néchste Iteration, welche

als neue Eingabe den auf N(S) (vgl. Definition 4.4) induzierten Untergraphen von G erhilt.

Im anderen Fall, das heif}t, falls wir in keiner der Knotenmengen P;, i = 1,...,[, eine gute
Knotenmenge S gefunden haben, ist die Knotenmenge V" schwach. Die Schleife der Iteratio-
nen wird daraufhin in Zeile 32 verlassen und der auf V" induzierte Untergraph auf G’ aus

dem Graphen G’ entfernt (Zeilen 37 und 38) und eine neue Phase beginnt.
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4.2 Korrektheit des Algorithmus

In diesem Abschnitt wollen wir die Korrektheit des Algorithmus beweisen. Zum einen miissen
wir natiirlich sicherstellen, dass die ausgegebene Menge C' eine Clique der Kardinalitdt

V']

>t-1
1C| > 0g3k 6kt

im induzierten Untergraphen von G = (V, E) ist. Andererseits miissen wir zeigen, dass der
Algorithmus einen schwachen Untergraphen G = (V" E”) sicher erkennt, das heifit, dieser
Untergraph darf keine Clique C' der Grofe |C| > |V”|/(2k) enthalten. Wir zeigen zunéchst

das Letztere.

Satz 4.5 Wenn eine Knotenmenge V" vom Algorithmus von Feige als schwach erkannt wird,
dann enthdlt der auf V" induzierte Untergraph von G = (V, E) tatsdichlich keine Clique C der
Kardinalitit |C| > |V"|/(2k).

Beweis: Angenommen der auf V”/ = P, U...U P, induzierte Untergraph von G enthilt eine
Clique C der Kardinalitét o
|C| > T t-1l.
Nach dem Schubfachprinzip gibt es dann ein i € {1,...,l}, so dass P, mindestens ¢t Knoten
dieser Clique enthélt. Die Menge S C P;, welche ¢ dieser Knoten enthilt, ist eine Clique und
N(S) enthélt die restlichen Knoten der Clique C, so dass gilt
V//

> _— —t.
NS)| 2 5~

Damit sind beide Bedingungen aus Definition 4.4 erfiillt und V" wird nicht als schwach be-

zeichnet. U

Nun zeigen wir, dass die Ausgabe des Algorithmus tatséichlich eine Clique C' der Kardinalitét

V']
6kt

|C| >t -logg
ist.

Satz 4.6 Endet eine Phase mit der Ausgabe einer Menge C, dann enthdlt diese mindestens
V'l
6kt
Knoten, welche eine Clique in G' = (V', E') und damit auch in G = (V, E) bilden.

|C| >t - logg,

(4.3)

Beweis: Zuerst wollen wir einsehen, dass die Menge C in der Tat eine Clique ist. Dazu

schauen wir uns den Algorithmus noch einmal genauer an. Vor der ersten Iteration einer
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Phase wird die Menge C auf die leere Menge () gesetzt, womit C' trivialerweise eine Clique ist.

Damit haben wir zu Beginn einer Phase immer eine Clique vorliegen.

Wir weisen nun nach, dass die Knotenmenge C' im Laufe der Iterationen immer eine Clique
bleibt. Dies bedeutet insbesondere, dass Zeile 28, also die einzige Zeile mit einer Operation auf
der Menge C, iiberpriift werden muss. Diese Operation wird allerdings nur ausgefiihrt, wenn
in den Zeilen 13 bis 26 eine gute Knotenmenge S gefunden wurde. Aufgrund von Definition
4.4 ist S in diesem Fall eine Clique. Nach der ersten Operation C' +— C U S ist C also immer

noch eine Clique.

Vor Beginn der nichsten Iteration verringert sich die Knotenmenge V" in der Art, dass nur
jene Knoten in V" verbleiben, die mit jedem Knoten aus S durch eine Kante verbunden
sind (vgl. N(S) in Definition 4.4). Falls wir in dieser neuen (verringerten) Knotenmenge
V" = N(S) eine Clique (in diesem Fall beliebiger Grofe) finden und zu C hinzufiigen, bleibt
C' auch weiterhin eine Clique, da jeder Knoten von N (.S) mit jedem Knoten aus C' verbunden

ist.
Wir werden nun zeigen, dass die ausgegebene Menge C' mindestens

V'l
Gkt

|C| >t - logg

Knoten enthilt. In jeder, aufler der letzten, Iteration der Phase, die mit der Ausgabe der Menge
C endet, werden t Knoten zu C' addiert. Um die Anzahl Iterationen nach unten abzuschéitzen
sei |[V"| die Anzahl der Knoten am Anfang einer Iteration.
Wegen der Bedingung
Nz Ul
2k
in Zeile 22 des Algorithmus, startet die néichste Iteration mit wenigstens |V”|/(2k)—t Knoten.

Wenn eine neue Iteration gestartet werden soll, muss wegen Zeile 8 natiirlich

V"] > 6kt
und damit
V7
<
6k
gelten.

Damit startet die néchste Iteration mit wenigstens

L I
2k - 2k 6k
B |VI/|
~ 3k

Knoten.
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Allgemein folgt also, dass die (i 4+ 1)’te Iteration mit mindestens

V'l
(3k)’

Knoten startet.

Die Frage ist nun: Wie viele Iterationen miissen durchlaufen werden, damit die Anzahl Knoten

kleiner als 6kt ist? Es gilt folgende Aquivalenz:

14
< 6kt
(3k)*
V']
3k)”
— ot < (3k)
— lo V] <
g3k 6kt

Es werden also mindestens logs, (|V’|/(6kt)) Iterationen durchlaufen, wobei in jeder Iteration

t Knoten zu der Menge C' hinzugefiigt werden. Folglich enthélt die Menge C' mindestens

V']
Gkt

|C] >t - logg

Knoten und der Satz ist damit bewiesen. d

4.3 Laufzeitanalyse des Algorithmus

Wir werden in diesem Abschnitt die Laufzeit des Algorithmus von Feige analysieren und
zeigen, dass diese polynomiell beschrénkt ist. Wir beginnen zunéchst mit der Analyse der

Phasen, bevor wir die einzelnen Iterationen betrachten.

Mehrere Phasen koénnen nur dann auftreten, wenn, bis auf die letzte Phase, alle mit der
Erkennung einer schwachen Knotenmenge enden. Die letzte Phase endet generell mit der
Ausgabe der Clique C'. Wenn eine schwache Knotenmenge S entdeckt wurde, dann gilt fiir
die Kardinalitit dieser Knotenmenge |S| > 6kt. Dadurch erhélt man eine obere Schranke fiir
die Anzahl Phasen mit

# Phasen < % .

Die Anzahl Iterationen einer Phase ist offensichtlich durch

V'l
t

# Iterationen <

n
< =
—t

nach oben beschrinkt, da sich die Knotenmenge V"’ in jeder Iteration um mindestens ¢ Knoten

verringert.

Im folgenden wollen wir die Laufzeit einer Iteration analysieren.
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Die Anzahl Knotenmengen P; ist durch

V' _ n
< —

2kt — 2kt

beschrankt. Im schlimmsten Fall miissen alle diese Mengen P; untersucht werden. Dabei wer-

# Knotenmengen P; =

den fiir jede Knotenmenge P; mit |P;| = 2kt alle moglichen Teilmengen S der Kardinalitéit

|S| = t betrachtet, von denen es

2kt
# t-elementige Knotenmengen von P; = < ; )

viele gibt. Diese Knotenmengen S miissen nun auf die Eigenschaft gut getestet werden, das
heifit, es muss iiberpriift werden, ob S eine Clique bildet. Zusétzlich dazu muss die Knoten-

menge N (S) berechnet werden. Beides zusammen erfolgt in Laufzeit

o(t22_t+t.(yv”\—t)) .

Damit ergibt sich eine Gesamtlaufzeit des Algorithmus von

(gt () ) -o((4) i)

Ein Polynomialzeitverfahren haben wir also vorliegen, wenn der Term

<2ft) (4.4)

polynomiell in n beschrankt ist. Dieses ist fiir beliebige Werte des Parameters ¢ nicht der Fall,

da (4.4) exponentiell in ¢ wichst. Dann ist (4.4) polynomiell in n beschrénkt, wenn es eine

(e.fkt)t: 2k’

poly(n) < n®.

Konstante ¢ > 0 gibt, so dass gilt

o

N

Fiir ¢ erhalten wir also
c-logn

~ log(2ek)
Dieser Wert wird maximal, falls & minimal ist. In Abschnitt 4.4 werden wir sehen, dass fiir
den Wert k gilt

logn 3
— < k< (l )
2loglogn (log n)
Wir setzen fiir £ die untere Schranke ein und erhalten
f < & logn
—  log(2ek)

c-logn

log(2elogn) — log(2loglogn)

B logn
= © <1g1g> ' (45)
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Wir haben nun den Wert fiir den Parameter ¢ maximiert, so dass (4.4) polynomiell in n
beschriankt ist. Wir haben jedoch noch nicht iiberpriift, ob (4.5) einen moglichst groSen Wert
in (4.3) realisiert. Dazu betrachten wir (4.3) als Funktion in Abhéngigkeit von ¢ und bilden
die erste Ableitung:

\d
f(t) = t-logs it
= —1 t ln‘V/|
~ In3k 6kt
1 \d 6lt 1|V
"ty = — (1 -In— ++¢. (=1)- = .
Y In 3k ( Bew T Y 2 e

| i
- (1 1) .
In 3k <n6kt >

Die Funktion f(¢) ist monoton steigend, falls f’(t) > 0 gilt:

fiity > 0
v
Gek '
Aufgrund von
logn
t = 0 ————
<Ioglogn>
n
<
logn
V']
6ek

erhalten wir damit das Maximum in (4.3), falls wir ¢ wie in Formel (4.5) setzen.

4.4 Eine Approximationsgiite von O(n(loglogn)?/(logn)?)

Am Ende des letzten Abschnitts haben wir ¢ = ©(logn/loglogn) gesetzt, um eine polynomiell
beschrénkte Laufzeit zu erhalten. Mit Hilfe von (4.2) wollen wir die Grofie |C| der gefundenen
Clique C genauer abschétzen. Aufgrund der ©-Notation [32] gibt es Werte ¢ > 0, ¢ > 0 und

ng, so dass fiir alle n > ng gilt

_ logn logn
c-—— <t<c¢c - ———.
loglogn loglogn

Dann erhalten wir fiir die Kardinalitdt der Clique C

IC] = t-(logg([VI]/t) —3)
1 —logt
> . (W — 3) (k < (logn)® siehe spéter)

_ logn logn —log(c-logn)/loglogn _3 logn
¢ loglogn b-loglogn ¢ log log n
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1 log L 1
g, dose o, gL . o (. logn
b-loglogn b-loglogn loglogn

logn \?
_ o Jlogn_
loglogn

Fiir Graphen G = (V, E) mit w(G) = O(n/logn) erhalten wir also sofort eine Approxima-

S ol

tionsgiite von O(n(loglogn)?/(logn)?). Falls sogar w(G) < n/(logn)? gilt, erhalten wir eine
Approximationsgiite von O(n/(logn)?), indem wir einfach einen beliebigen Knoten des Gra-
phen G ausgeben. Um eine Giite von O(n(loglogn)?/(logn)?) auch fiir allgemeine Graphen zu
erhalten, werden wir den Algorithmus von Feige etwas modifizieren und uns den Algorithmus
INDEPENDENT-SET-REMOVAL aus Kapitel 3 noch einmal anschauen.

Fiir den Beweis des folgenden Fakts verweisen wir auf [21]:

Fakt 4.7 Es sei G = (V, E) ein Graph mit w(G) > o -n, wobei ¢ > 1/logn. Dann findet der
Algorithmus INDEPENDENT-SET-REMOVAL eine Cliqgue C mit mindestens |C| > n?/(e - o)
Knoten, wobei e = 2, 7182818 ... die Fulersche Zahl ist.

Damit kénnen wir den folgenden Satz beweisen.

Satz 4.8 Es sei G = (V,E) ein Graph mit einer Clique C der Kardinalitit |C| > 2n -
loglogn/logn. Dann gibt der Algorithmus INDEPENDENT-SET-REMOVAL eine Clique C' mit
mindestens |C| > (logn)3/(6loglogn) Knoten aus.

Beweis: Mit 0 = 2loglogn/logn > 1/logn koénnen wir Fakt 4.7 anwenden und erhalten

nO’

icl =

€0
n210glogn/logn logn

e-2loglogn
(logn)*
2e - loglogn
(logn)3

. ]
6loglogn

Fir Graphen G = (V,F) mit w(G) = Q(nloglogn/logn) erhalten wir also eine Giite
von O(nloglogn/(logn)®). Wie bereits oben erwihnt, werden wir fiir den Fall w(G) =
O(nloglogn/logn) den Algorithmus von Feige modifizieren. Ohne eine Modifizierung er-
halten wir in diesem Fall nsmlich nur eine Approximationsgiite von O(n(loglogn)3/(logn)?).

Wir miissen also einen Faktor von Q(loglogn) einsparen!

, um eine Approximationsgiite von
O(n(loglogn)?/(logn)?) zu erreichen. Zunichst werden wir uns die Anderungen am Quell-

text anschauen. Diese betreffen im Wesentlichen nur die Definition einer guten Knotenmenge.

! Auf eine dhnliche Art verbesserte Halldérsson [21] die Approximationsgiite eines Algorithmus von Berger
und Rompel [6] von O(n(loglog)?/(logn)?) auf eine Giite von O(n(loglogn)?/(logn)?) fiir das Problem
COLORING.
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Genauer gesagt miissen wir Zeile 28 im Algorithmus von Feige durch die Zeilen 23a bis 23h

des modifizierten Algorithmus von Feige ersetzen.

Algorithmus 4.2 Feige-modifiziert(G = (V, E), k, t)
1-22:  //wie Algorithmus von Feige

23a: Niest < f(V")

23b: if |IN(S)| > ntest —t then

23c: good «+— true

23d: else

23e: (C,I) « Independent-Set-Removal(G[S U N(5)])
23f: if |C| > (log ngest)®/(6loglog nyest) then

23g: C—Ccuc

23h: return C

24-38:  //wie Algorithmus von Feige

Wir miissen also Definition 4.4 erweitern zu:

Definition 4.9 (gute Knotenmenge (erweitert)) FEine Knotenmenge S C V", wobei V"
die Knotenmenge einer Iteration ist, heifst gute Knotenmenge, falls die folgenden zwei Bedin-

gungen erfillt sind:
1. S ist eine Clique.

2. |N(S)| > ntest — t, wobei nyesy der grifite Wert ist, welcher

IOg Ntest ‘V”|

<
ftest = 2loglogngest 2k

erfillt.

Der in dieser Definition auftauchende Wert nes kann mit bindrer Suche in Zeit O(logn) bis
auf konstant viele Nachkommastellen berechnet werden. Diese Berechnung erfolgt im modi-
fizierten Algorithmus von Feige durch die Funktion f in Zeile 23a in Abhingigkeit von der
Kardinalitit der Knotenmenge V.

Zusétzlich enthélt der modifizierte Algorithmus von Feige in Zeile 23e einen Aufruf des Al-
gorithmus INDEPENDENT-SET-REMOVAL, falls fiir die Knotenmenge N (S) gilt

V//
%—tg |N(S)| < Mgest — T

Wir miissen nun noch die Korrektheit des modifizierten Algorithmus zeigen. Diese Analyse
erfolgt dhnlich zu den Sdtzen 4.5 und 4.6.

Satz 4.10 Wenn eine Knotenmenge V" vom modifizierten Algorithmus von Feige als schwach
erkannt wird, dann enthdlt der auf V' induzierte Untergraph von G = (V, E) tatsdchlich keine
Clique C der Kardinalitit |C| > |V"|/(2k).
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Beweis: Zunichst verlauft dieser Beweis wie der Beweis von Satz 4.5. Angenommen der auf
V" induzierte Untergraph von G enthélt eine Clique C der Kardinalitit |C| > |[V”|/(2k), dann
existiert nach dem Schubfachprinzip eine Knotenmenge F;, i € {1,...,l}, die mindestens ¢
Knoten der Clique C' enthélt. Dann gibt es jedoch auch eine t-elementige Menge S C F;,
welche eine Clique ist und fiir die |[N(S)| > |[V"|/(2k) — ¢ gilt. Gilt nun zusétzlich

’N(S)’ > Ntest — L

dann sind wir fertig, da in diesem Fall S eine gute Knotenmenge nach Definition 4.9 ist und

V" nicht als schwach bezeichnet wird. Anderenfalls gilt

V//
|2k| —t§ ‘N(S)‘ Sntest—t.

Falls |[Vg| = [S U N(S)| < ngest ist, dann fiigen wir zur Knotenmenge Vs = S U N(S) noch
beliebige Knoten aus V" hinzu, so dass die Anzahl Knoten ns.g ist. In jedem Fall enthélt der

auf Vg induzierte Untergraph von G eine Clique C' der Grofe

v’
>
Cl = S

Niest * 210g 10g Nyest

log nest

Wenn wir nun den Algorithmus INDEPENDENT-SET-REMOVAL auf den Graphen G[Vg] an-

wenden, erhalten wir nach Satz 4.8 eine Clique C' der Kardinalitat

ol > (log ngest)?
~ 6loglog nyest

und damit endet die Phase, ohne dass V" vom Algorithmus als schwach bezeichnet wird. O

Satz 4.11 Es seien t = logn/loglogn und logn/(2loglogn) < k < logn die Parameter
fiir den modifizierten Algorithmus von Feige. Endet eine Phase dieses Algorithmus mit der
Ausgabe einer Menge C, dann ist C eine Clique auf Q(t - log, |V'|) Knoten, wobei b = ©(k -
loglog |V'|/log |[V'|). Insbesondere findet der modifizierte Algorithmus von Feige eine Clique
C der Grife |C| = Q((logn)?/loglogn), wenn der Graph der Eingabe eine Clique der Grife
O(nloglogn/logn) hat.

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 4.6 zeigen wir zunéchst, dass C tatséchlich eine Clique
ist. Im modifizierten Algorithmus von Feige gibt es eine zusétzliche Operation auf der Men-
ge C', ndmlich in Zeile 23¢. Dabei wird die vom Algorithmus INDEPENDENT-SET-REMOVAL
gefundene Clique C zur bereits bestehenden Clique C hinzugefiigt. Die Menge C bleibt dabei
eine Clique, da jeder Knoten der Clique C C S U N(S) mit jedem Knoten aus C' (vor der
Operation C' « C'UC) verbunden ist (vgl. Beweis zu Satz 4.6).
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Wir zeigen nun, dass die Clique C' die geforderte Grofle hat. Zunéchst betrachten wir nur
Iterationen, bis |V”| < /|V’| gilt. Findet der Algorithmus INDEPENDENT-SET-REMOVAL
vorher, das heifit fiir |V”| > /|V’], eine Clique C' der Kardinalitét

> (log ngest)®
~ 6loglog ngest

dann erhalten wir wegen
v VIV

2k — 2k

Niest =
folgende Kardinalitét der Clique C:

6 log log nyest

(log(/[V']/(2k)))?
6loglog(+/[V'[/(2k))

q ((og V')
loglog |[V'| ]~

Falls dies nicht der Fall ist, gilt in jeder Iteration |N(S)| > ngest — ¢, wobei nges von |V”|

und damit von jeder einzelnen Iteration abhingt. Damit beginnt eine neue Iteration mit

mindestens

(V|- log ngest [V"| - log |[V|
4k -loglog nyest k -loglog | V|
vielen Knoten. Die Reduzierung der Knotenmenge V" zwischen zwei aufeinanderfolgenden

Iterationen erfolgt dann mit einem Faktor von

o k - loglog |V'|
log |[V| '
Im Beweis von Satz 4.6 war dieser Faktor O(k).
Wir berechnen nun die Anzahl Iterationen x, die nétig sind, um die Knotenmenge auf 6kt zu
reduzieren. Es gilt folgende Aquivalenz:
log [V'| ’ /
—— | |V 6kt
(/{:-loglog\V’| Vil <
log(|V'|/(6kt
. og(VI/(6k)
log(k - loglog |[V'|/log [V'])
=b

In jeder Iteration werden ¢ Knoten zur Clique C hinzugefiigt, so dass schlieBlich gilt
Ol =Q(t - log; [V']) -

Fiir Graphen G = (V, E') mit einer Cliquenzahl w(G), fiir die gilt

W(G) = © <n~loglogn> ’

logn
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erhalten wir also eine Clique C' der Kardinalitét

cf logn log |[V/|
loglogn log(k -loglog |V’|/log |V'])
logn log [V'|
loglogn log(logn - loglog |V'|/(21oglogn - log [V|))
e <(1°g”)2> . =
loglogn

An dieser Stelle wollen wir unsere Erkenntnisse noch einmal zusammenfassen. Die Eingabe
sei ein Graph G = (V| E), welcher eine Clique C' der Kardinalitét

V]

(@) == -

(4.6)

enthélt, wobei der Parameter & minimal ist. Dieser Parameter ist zunéchst unbekannt. Fiir

k kommen jedoch aufgrund der Ganzzahligkeit der Cliquenzahl w(G) nur die folgenden n

Vi v V]
k —_— ... 1. 4.
6{ 1 ) 9 ) 7|V|_1a ( 7)

In Abhéngigkeit von k£ unterscheiden wir 3 Félle:

verschiedenen Werte in Frage:

Fall 1: Es sei k > (logn)3. Wir wiihlen einen beliebigen Knoten v € V. Offensichtlich ist v
eine Clique auf einem Knoten. Wir bezeichnen mit C; diese Clique auf einem Knoten, also
Cy := {v}. Fir die Cliquenzahl w(G) gilt aufgrund des Parameters k

n
(logm)? °
Da die gefundene Clique die Kardinalitét |C;| = 1 hat, haben wir sogar eine Approximati-
onsgiite von O(n/(logn)3) fiir den Fall, dass k > (logn)? gilt.

w(G) <

Fall 2: Es sei (logn)® > k > logn/(2loglogn). In diesem Fall benutzen wir den modifizierten
Algorithmus von Feige. Falls zusitzlich logn < k < (logn)? gilt, reicht sogar der unmodifi-
zierte Algorithmus von Feige. Da der Parameter k fiir den Graphen G jedoch nicht explizit
bekannt ist, starten wir den modifizierten Algorithmus mehrfach mit jeweils verschiedenen
Werten fiir k entsprechend (4.7), wobei wir den modifizierten Algorithmus von Feige nur fiir
Werte von k, fiir die k < (logn)? gilt, aufrufen. Damit kénnen wir die Anzahl an Aufrufen

des Algorithmus auf (logn)? beschriinken. Die groite hierbei berechnete Clique sei Cs.

Fall 3: Es sei k < logn/(2loglogn). Wir wenden den Algorithmus INDEPENDENT-SET-
REMOVAL an und erhalten eine Clique Cj.

Wenn wir nun alle drei Félle kombinieren und die grofite Clique C,

C :=max{Cy,Cs,C3} ,
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ausgeben, dann erhalten wir nach obigen Uberlegungen eine Clique mit Approximations-
giite O(n(loglogn)?/(logn)?), da in mindestens einem der drei Fille eine Clique mit Giite
O(n(loglogn)?/(logn)3) approximiert wird. Algorithmisch lisst sich dieses folgendermaBen

darstellen:

Algorithmus 4.3 Clique-Approximation(G = (V, E))

1: if V =0 then
2: return ()
3: chooseveV
4: Cy — {v}
5: CQ — Q)
6: t < log|V|/loglog|V]
7. for each k € {|V|/1,|V|/2,...,1} do
8: C «— Feige-modifiziert(G, k, t)
9: if |C| > |Cs| then
10: Cy — C
11: (Cs,7) « Independent-Set-Removal(G)
12: if |C1| > |CQ| and ‘Cl| > ‘03| then
13: return C}
14: else
15: if |C3] > |C3| then
16: return (s
17: else
18: return Cs
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In diesem Kapitel werden die Ergebnisse von Alon und Kahale [3] hinsichtlich des Einsat-
zes der Thetafunktion vorgestellt. Begonnen wird zun#chst mit einem Abschnitt, der grund-
legende Notationen und Definitionen der linearen Algebra, insbesondere der Matrix- und
Vektorrechnung, klért. Im Anschluss daran soll die nach ihrem Entdecker benannte Lovasz
J-Funktion betrachtet und untersucht werden. Weiterhin werden wir einen Zusammenhang
der ¥-Funktion mit den Erkenntnissen aus Kapitel 3 zeigen. Daran anschliefflend betrachten
wir den in der Arbeit von Alon und Kahale [3] vorgestellten Algorithmus zur Approximation
einer unabhéngigen Menge, der auf einem Algorithmus von Karger, Motwani und Sudan [27]

aufbaut.

5.1 Mathematische Vorbetrachtungen

Im Folgenden sollen zunéchst die mathematischen Grundlagen, und zwar wesentliche Nota-

tionen und Definitionen der Matrix- und Vektorrechnung, kennengelernt werden.

Jeder Vektor x € R" sei im Folgenden grundsétzlich ein Spaltenvektor, dessen Eintrége durch
natiirliche Zahlen ¢ € {1,2,...,n} bezichungsweise durch Knoten v € V eines Graphens
G = (V,E) mit n = |V| indiziert sind. Wir legen meistens eine Indizierung, die auf den
Knoten eines Graphen basiert, zugrunde, da wir diese Vorbetrachtungen auf Graphenprobleme
anwenden werden. Fiir einen gegebenen Spaltenvektor z € R™ erzeugen wir den dazugehorigen
Zeilenvektor 7 durch Transponieren. Ahnliches gilt auch fiir Matrizen A € R™*", wobei wir
unsere Betrachtungen auf quadratische Matrizen, das heifit Matrizen mit gleicher Anzahl

Spalten und Zeilen, beschranken werden.

Zunéchst betrachten wir einige Notationen. Fiir zwei Vektoren € R™ und y € R" gilt z > v,
falls x, > ¥, fiir alle v € V erfiillt ist, wobei mit z; das Element in Zeile i des Spaltenvektors
x gemeint ist. Fiir eine Matrix A € R™*" bezeichnen wir mit A, € R" die Spalte v der Matrix
A. Weiterhin bezeichnen wir mit A,, € R das Element in Zeile © und Spalte v der Matrix
A. Den Nullvektor und die Nullmatrix werden wir mit ,,0* kennzeichnen. Die Einheitsmatrix
Z € R™™ gei die Matrix, welche auf der Hauptdiagonalen die Eintriage ,,1¢ hat und deren
restliche Eintrdge gleich Null sind. Die Matrix J € R™*" ist die Matrix, deren Eintrige alle
1 sind. Das Skalarprodukt zweier Vektoren 2 € R"™ und y € R™ kiirzen wir mit 7y ab.
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Nun folgen noch einige wichtige Definitionen und Bemerkungen.

Definition 5.1 (Linge eines Vektors, Einheitsvektor) Die Linge eines Vektors a € R"
ist definiert als ||a]| = VaTa. Gilt ||a|| = 1, dann bezeichnen wir a als Einheitsvektor.

Bemerkung 5.2 Die Cauchy-Schwarz Ungleichung besagt, dass fiir zwei Vektoren a € R”
und b € R" gilt
a’b < |la] - o] - (5.1)

Ein wesentlicher Bestandteil unserer Betrachtungen sind orthogonale und insbesondere ortho-

normale Vektoren, die wir an dieser Stelle definieren werden.

Definition 5.3 (orthogonale und orthonormale Vektoren) Zwei Vektoren a € R™ und
b € R" sind orthogonal, wenn a’b =0 gilt. Die Vektoren a und b heiflen orthonormal, falls a

und b orthogonal sind und beide Finheitsvektoren sind, das heifit es gilt ||al| = ||b]| = 1.

Im Folgenden werden wir einige spezielle Arten von Matrizen kennenlernen.

Definition 5.4 (orthogonale Matrix) Eine Matriz Q € R™ "™ heifit orthogonal, wenn das
Produkt QT - Q der Matrizen QT und Q die Einheitsmatriz T ergibt, also

RT-Q=1.

Da fiir jede Matrix A gilt

n n
= ANk - Ay) =D (Apu - Ago) = AL - Ay,
k=1 k=1

ist @ also genau dann orthogonal, wenn je zwei verschiedene Spalten aus ) orthonormal sind.
Weiterhin gilt, dass die transponierte Matrix Q” einer orthogonalen Matrix QQ wiederum eine
orthogonale Matrix ist, da QT - Q = 7 impliziert, dass Q7 die inverse Matrix Q! zu Q ist
und folglich gilt

Q"-Q =1
— QrQTQ-Q" = Q"T-1.Q"
=7 -7
— Q-Qf = 1.

Definition 5.5 (Diagonalmatrix) Fine Matrix D € R™ " heiffit Diagonalmatriz, wenn
dij = 0 fiir alle i # j gilt.

Definition 5.6 (symmetrische Matrix) Eine Matriz A € R™*™ heifit symmetrisch, falls

gilt
A=AT.
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Eine besondere Eigenschaft von symmetrischen Matrizen ist im folgenden Fakt dargestellt.

Fakt 5.7 Fine Matrizx A € R™"™ heifst symmetrisch genau dann, wenn es eine Diagonalma-
triz D € R™"™ und eine orthogonale Matriz @ € R™ "™ gibt, so dass gilt

A=Q-D-Q". (5.2)

Damit wir die Bedeutung dieses Faktes verstehen, ben6tigen wir noch zwei Kenngrofien einer
Matrix.

Definition 5.8 (Eigenwert, Eigenvektor) Es sei A € R™*" eine Matriz. Ein Vektor x €
R"™ heifst Eigenvektor, falls fiir ein A € R gilt

A-x=X-x.
Der Wert X ist dann ein Figenwert der Matriz A.

Die Identitét (5.2) ist wegen
A-Q=Q-D-Q"-Q
N——
=7
dquivalent zur Gleichung

welche wiederum &quivalent ist zu

A'Qv:Qv')\v

mit A\, = D,, fir alle v € V. Die Elemente auf der Hauptdiagonalen der Matrix D sind
demnach die Eigenwerte der Matrix A und die Spalten der Matrix @) sind die entsprechenden
Eigenvektoren. Die Gleichung (5.2) wird als Eigenwertzerlegung bezichungsweise Spektralzer-

legung der Matrix A bezeichnet.

Mit Hilfe der Eigenwerte lassen sich auch positiv semidefinite Matrizen definieren:

Definition 5.9 (positiv semidefinite Matrix) Eine Matriz A € R™ "™ heif$t positiv semi-
definit, falls fiir alle Figenwerte \; > 0,1 =1,...,n, gilt.

Im néchsten Abschnitt werden wir uns die Lovasz ¢(G)-Zahl eines Graphen G = (V, E)
anschauen. Dabei wird jedem Knoten v € V' ein Vektor zugeordnet, so dass diese Vektoren

bestimmte Bedingungen erfiillen.

Definition 5.10 (Orthogonale Reprisentation) Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Zuwei-
sung eines Vektors a, € R¥ zu jedem Knoten v € V' heifit orthogonale Reprasentation von G,

falls fiir alle {v,w} & E die Vektoren a, und a,, orthogonal zueinander sind, das heifit, es gilt

T

Ay

a, = 0.
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Diese Definition bedeutet insbesondere, wenn fiir zwei Vektoren a’ a,, # 0 gilt, dann ist die
Kante {v,w} im Graphen G enthalten. Analog dazu kénnen wir auch orthonormale Repré-

sentationen definieren.

Definition 5.11 (Orthonormale Représentation) Eine orthogonale Reprdsentation (ay)
eines Graphen G heifit orthonormale Reprisentation, falls fiir jeden Knoten v € V' der Vektor

a, ein Einheitsvektor ist.

5.2 Die Lovasz 9(G)-Zahl eines Graphen

Wir werden nun die nach Lovéasz benannte 9(G)-Zahl [35] eines Graphen G = (V, E) definie-
ren. In der Literatur [31] wird ¥(G) auch hiufig als ¥-Funktion bezeichnet.

Definition 5.12 (Lovasz 9(G)-Zahl eines Graphen G) Es sei G = (V,E) ein Graph
mit |V| = n. Dann ist die Lovdsz 9(G)-Zahl des Graphen G gleich dem Minimum des Aus-
drucks .

WeV (dTay)?
iiber alle Einheitsvektoren d € R¥ und alle orthonormalen Reprisentationen (ay,), a, € R¥,
von G. Damit ist die Lovdsz V(G)-Zahl definiert durch

1

T (5.3)

Y(G) = min max
{d,(av)} veV
Die Lovéasz 9(G)-Zahl wurde bereits umfassend untersucht [17] und hat die besondere Eigen-
schaft, dass sie stets, wie ein Sandwich [31], zwischen zwei weiteren Kenngréfien des Graphen
G beziehungsweise des Komplementgraphen G liegt. Diese beiden GréBen sind zum einen die
Unabhéngigkeitszahl a(G) des Graphen G, das heifit die Kardinalitét |/| einer maximalen un-
abhiingigen Menge I, und zum anderen die chromatische Zahl x(G) des Komplementgraphen
G, das heifit die minimale Anzahl Farben fiir eine zulissige Fiarbung [33] der Knotenmenge
V von G.
Genauer gesagt gilt

a(G) <I(G) < x(G) . (5.4)
Analog gilt auch [31]

w(G) <9(G) < x(G) .
Die Berechnung der ¥(G)-Zahl eines Graphen G = (V, E) kann mit beliebiger Genauigkeit

in Polynomialzeit erfolgen [16], wie wir spéter noch sehen werden. Weiterhin ist bekannt [17,
31, 35], dass die Lovasz 9(G)-Zahl, also insbesondere (5.3), einige dquivalente Beschreibungen

zulésst, von denen wir zwei im folgenden Fakt darstellen werden.

Fakt 5.13 Die Lovdsz ¥(G)-Zahl eines Graphen G = (V,E) hat folgende dquivalente Be-

schreibungen:
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1. Es sei G = (V, E) ein Graph auf n = |V| Knoten. Dann gilt fir die Lovdsz 9(G)-Zahl

WQ:%?ZE)@ (5.5)

i=1 j=1

wobei B € R™™ eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix ist, fir die gilt

> =1 (5.6)
=1

und
bij =0

fiir alle Kanten {i,j} € E des Graphen G. Aufgrund der Symmetrie gilt in diesem Fall
auch bj; = 0.

2. Es sei (by) eine orthonormale Reprasentation des Graphen G und d € RF ein Einheits-
vektor. Dann gilt

Y(G) = max (dTh;)? . (5.7)
Bemerkung 5.14 Der Ausdruck (5.6) ist dquivalent zu
TTB=1,

wobei Tr B die Spur, das heifit die Summe der Hauptdiagonalelemente, der Matrix B ist:

n
i=1
Dementsprechend kénnen wir (5.5) auch in folgender Weise aufschreiben:
HG) = max Tr (B-J) . (5.8)
Mit Hilfe der Darstellung (5.7) lasst sich sofort die linke Ungleichung in (5.4) zeigen:
Satz 5.15 Es sei G = (V, E) ein Graph auf n = |V| Knoten. Dann gilt
a(G) <IY(G) .

Beweis: Es sei I eine beliebige maximale unabhéingige Menge des Graphen G, das heif3t, es
gilt |I| = a(G). Wir konstruieren nun eine orthonormale Représentation (b,) der Knoten des
Komplementgraphen G. Die Dimension der Vektoren der orthonormalen Repriisentation (b,)

setzen wir auf

Ei=n—a(G)+1.
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Weiterhin sei e € R der Einheitsvektor, welcher an erster Position eine 1 und an den restlichen
Positionen Nullen enthélt:
e=(10 ... 0)".

Fiir alle Knoten v € I der unabhéngigen Menge I, setzen wir b, := e. Wir miissen nun noch
den (n—|I|) vielen Knoten, die nicht in der unabhéingigen Menge I liegen, einen Einheitsvektor
zuweisen. Dafiir konstruieren wir eine Familie von paarweise orthogonalen Einheitsvektoren
fi € R¥miti=1,...,(n—|I|), indem der Vektor f; an der (i + 1)’ten Position eine 1 und an
allen anderen Positionen nur Nullen enthélt. Wir weisen nun jedem Knoten v € V' \ I genau
einen Vektor f; zu. Diese Zuweisung kann beliebig erfolgen, die einzige Einschrinkung ist, dass
wir jeden Vektor f; genau einmal verwenden. Offensichtlich gilt e? f; = O fiirallei = 1,..., (n—
|7]). Wir miissen nun noch iiberpriifen, ob die zugewiesenen Vektoren eine orthonormale
Repriisentation (b,) des Komplementgraphen G bilden. Nach unserer Konstruktion gilt fiir
je zwei Vektoren b; und b; mit ¢ # j genau dann bZ-Tbj =% 0, wenn die Knoten ¢ und j in
der unabhéngigen Menge I enthalten sind. In diesem Fall sind jedoch diese beiden Knoten
im Graphen G durch eine Kante miteinander verbunden und folglich muss bZTbj = 0 wegen

Definition 5.12 nicht gelten. Wir vervollstdndigen unseren Beweis durch folgende Rechnung

a(@) =1l = Y (") +) (")’

vel vl
—_———
=|I|
k

= > (e"by)’

=1

Il
=)

k

max e'h;)? = 9(Q) . O
s, Db = 916

IN

5.3 Eine Verbindung der ¥-Funktion mit der Ramsey-Theorie

In Kapitel 3 haben wir den Algorithmus RAMSEY kennengelernt, welcher in einem Graphen
G = (V, E) mit n = |V| effizient eine Clique C und eine unabhingige Menge I berechnet, so
dass gilt (vergleiche Satz 3.16)

r(|IC|+ 1L, |I|+1) >n.

Den Algorithmus RAMSEY haben wir im Algorithmus CLIQUE-REMOVAL iterativ angewendet
und damit eine unabhéngige Menge approximiert. Wir haben gesehen, dass bei Eingabe eines
Graphen G = (V, E) mit |V| = n, welcher eine unabhéngige Menge I der Grofle |I| > n/k+m
enthilt, eine unabhingige Menge der Grofe I (m) (vergleiche Definition 3.22) in Polynomi-
alzeit gefunden werden kann. Die Idee hinter dem Algorithmus CLIQUE-REMOVAL war, dass
wir wiederholt Cliquen aus dem Graphen G entfernt haben, bis der Graph G keine Clique C
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der Kardinalitét |C| = k hatte. Wegen Lemma 3.18 enthélt der Graph nach dem Entfernen
der Cliquen mindestens m Knoten und folglich kénnen wir effizient eine unabhéngige Menge

I bestimmen mit der Kardinalitét
1] > I(m) = Q(m"/*=D) .

Wir werden im Folgenden dieses Ergebnis mit der Lovasz ¥(G)-Zahl in Verbindung bringen.
Eine genauere Betrachtung des Algorithmus CLIQUE-REMOVAL fiithrt zu folgendem Satz:

Satz 5.16 Es sei G = (V,E) ein Graph und G der Komplementgraph des Graphen G. Gilt

fiir die chromatische Zahl x(G) > n/k +m, dann kann in G eine unabhdingige Menge I der
Grafe |I| > I (m) in Polynomialzeit gefunden werden.

Beweis: Offenbar entspricht die chromatische Zahl x(G) des Graphen G gerade der Cliquen-
iiberdeckungszahl Y (G) (vgl. Definition A.6) des Graphen G. Da in jedem Schritt eine Clique
aus dem Graphen G entfernt wird, verringert sich die Cliqueniiberdeckungszahl ¥ (G) in jedem
Schritt um hochstens 1. Zu dem Zeitpunkt, da keine Clique der Grofle k im Graphen enthal-
ten ist, sind hochstens n/k viele Cliquen entfernt worden. Fiir die Cliqueniiberdeckungszahl
X(G") des Restgraphen G’ zu diesem Zeitpunkt gilt }(G’) > m. Damit enthilt der Graph G’
mindestens m Knoten und keine Clique C' der Kardinalitit |C| > k. Nach den Uberlegungen
aus Kapitel 3 kann dann mit dem Algorithmus RAMSEY im Graphen G’ eine unabhingige

Menge der Grofle [ (m) in Polynomialzeit gefunden werden. O

Korollar 5.17 Es sei G = (V, E) ein Graph auf n = |V| Knoten mit 9(G) > n/k+m. Dann
kann in G eine unabhingige Menge I der Kardinalitit |I| > lx(m) in Polynomialzeit gefunden

werden.

Beweis: Wegen (5.4) gilt auch x(G) > n/k + m und wir kénnen Satz 5.16 anwenden. O

5.4 Eine Verbesserung von Alon und Kahale

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, dass wir unter der Bedingung 9(G) >
n/k + m eine unabhingige Menge der GroBe Q(m!/(*=1) approximieren kénnen. Im Fol-
genden werden wir zeigen, wie man mit Hilfe der semidefiniten Programmierung und dabei
insbesondere der Lovéasz ¥-Funktion eine unabhéngige Menge der Grofle Q(m3/ (k+1)) finden
kann, wobei die Notation Q(n) mit Q(n/poly(logn)) gleichbedeutend ist.

Die Verbesserung von Alon und Kahale beruht im Wesentlichen auf einem Approximations-
algorithmus von Karger, Motwani und Sudan [27] fiir das Problem COLORING. Die folgenden
Definitionen und Fakten entstammen dieser Arbeit, wobei wir die Fakten an dieser Stelle nicht

beweisen werden und auf [27] verweisen.
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Definition 5.18 (vektorchromatische Zahl, starke vektorchromatische Zahl)
Es sei G = (V,E) ein Graph. Die vektorchromatische Zahl x,(G) des Graphen G ist die
kleinste reelle Zahl h, so dass es eine Beleqgung der Knoten v € V. mit Finheitsvektoren a,
gibt, so dass fir jede Kante {v,w} € E gilt

1

ayay < —7—

h—1"
Die kleinste reelle Zahl h, so dass es eine Belequng der Knoten v € V. mit Einheitsvektoren

ay gibt, so dass fir jede Kante {v,w} € E gilt

1
T
an:—i

“ h—1"

nennen wir starke vektorchromatische Zahl xs,(G) des Graphen G.

Bemerkung 5.19 Aufgrund von Definition 5.18 ist sofort klar, dass die vektorchromatische
Zahl stets nach oben beschrinkt ist durch die starke vektorchromatische Zahl, das heif3t, es
gilt

Xo(G) < Xs0(G) - (5.9)

Mit Hilfe dieser Definition kénnen wir uns den wesentlichen Ergebnissen in [27] zuwenden.

Fakt 5.20 Es sei G = (V,E) ein Graph. Gilt fir die vektorchromatische Zahl x,(G) < h,
wobei h > 3 eine feste natirliche Zahl ist, dann kann G von einem randomisierten Polyno-

mialzeitalgorithmus mit O(n'=3/("t1)Y Farben gefirbt werden.

Bemerkung 5.21 Mahajan und Ramesh haben gezeigt [36], dass sich der Algorithmus von
Karger, Motwani und Sudan [27] zu einem deterministischen Polynomialzeitalgorithmus de-

randomisieren lisst.

Eine Verbindung zur Lovész ¥(G)-Zahl macht der folgende Fakt.

Fakt 5.22 Es sei G = (V, E) ein Graph. Die starke vektorchromatische Zahl des Graphen G
ist gleich der Lovdsz 9(G)-Zahl des Komplementgraphen G, also

Xso(G) = 0(G) .
Wir haben damit die Grundlage fiir den Satz von Alon und Kahale [3] geschaffen.
Satz 5.23 Es sei G = (V, E) ein Graph. Falls fiir eine feste natiirliche Zahl k > 3 gilt

(G) =z L +m, (5.10)

dann kann eine unabhdngige Menge der Grdfle

Q(m?/(k+1) (5.11)

mit einem randomisierten Polynomialzeitalgorithmus gefunden werden.
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Beweis: Wir beginnen den Beweis, indem wir zeigen, dass der Graph G = (V, E) eine un-
abhiingige Menge der GroBe Q(m?®/ (1) enthilt, wenn 9(G) > n/k + m gilt. Es sei d ein
Einheitsvektor und (b,) eine orthonormale Reprisentation des Graphen G, die das Maximum
in (5.7) erfiillen, das heifit, wir wéhlen d und (b,) so, dass gilt

n

9(G) = (d7h;)* . (5.12)

=1

Wie wir einen Einheitsvektor d und eine orthonormale Repriisentation des Graphen G finden,
werden wir weiter unten beschreiben. Wir verwenden die Familie (b,) von Vektoren um eine
grofle unabhéingige Menge im Graphen G zu konstruieren. Ohne Beschrankung der Allgemein-

heit seien die Knoten des Graphen G so von 1 bis n nummeriert, dass gilt
(dTh))? > (dTb)? > ... > (d'b,)?. (5.13)
Wegen (5.10) und (5.12) gilt
(dTh1)2 + (dThe)2 + ... + (dTb,)? > % +m. (5.14)
Weiterhin gilt aufgrund der Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir alle Knoten v € V

(d"b,)? <1,

da d und die Vektoren b, fiir alle v € V' Einheitsvektoren sind. Damit gilt aber auch

1
(d"bm)* > -, (5.15)
da anderenfalls (5.14) nicht erfiillt ist. Falls ndmlich gilt
1
d"bm)? < =
(dbm)” <
dann folgt wegen (5.13)
1
(d"b;)* < Z fir alle j € {m,...,n}
und wir erhalten
1
(dTh)? + (dT0)? + ...+ (d'h,)? < (m—=1)-1+(n—-—m+1)- -
n 1
- —1D-[(1==
< X4
ZRR
was im Widerspruch zu (5.14) steht.
Wir betrachten nun nur noch die Knotenmenge V' = {1,...,m}. Es sei K der auf V' in-
duzierte Untergraph von G. Die Vektoren by, ..., b, bilden offensichtlich eine orthonormale
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Repriisentation (b,) mit v € V' des Komplementgraphen K. Wir stellen im Folgenden einen
Zusammenhang mit der Lovdsz ¥(K)-Zahl her. Wegen (5.15) gilt

ma 1 <k
X ——— .
v'eV! (dThy)? —

Damit folgt sofort nach Definition 5.12
)= iy B85 e < B i <
Nach Fakt 5.22 gilt deshalb fiir die starke vektorchromatische Zahl des Graphen K
Xso(K) <k
und folglich gilt wegen (5.9) fiir die vektorchromatische Zahl des Graphen K
Xo(K) <k

Aufgrund von Fakt 5.20 kann K dann mit O(m!'~3/(+1)) Farben von einem randomisierten
Polynomialzeitalgorithmus geférbt werden. Es seien I, ..., Icorors die Mengen von Knoten,

welche jeweils mit den Farben 1,2,..., COLORS gefirbt sind, wobei wir annehmen, dass gilt

|I1] > ... > |Icorors| -

Offensichtlich bildet jede dieser Mengen eine unabhéngige Menge im Graphen K und demnach
auch im Graphen G. Nach dem Schubfachprinzip gilt fiir die Kardinalitdt der Menge Iy

’11| > Q(m?)/(k—i-l)) .

Wir haben damit gezeigt, dass der Graph G eine unabhéngige Menge der Groe (5.11) enthilt.
Wir miissen nun noch zeigen, wie wir in Polynomialzeit einen Einheitsvektor d und eine
orthonormale Repriisentation (b,) des Graphen G finden, so dass (5.12) erfiillt ist. Es reicht

sogar, wenn gilt
n

D (dhi)? = 9(G) -1, (5.16)

i=1
da die bisherigen Erkenntnisse ihre Giiltigkeit behalten, wenn wir m durch m — 1 ersetzen,
dass heifit insbesondere, dass sich an der Losung gréoBenordnungsméafig nichts édndert. Im
Folgenden werden wir eine andere Beschreibung der Lovasz ¥(G)-Zahl verwenden, die wir in
Fakt 5.13 bereits vorgestellt haben. Fiir die Lovasz J(G)-Zahl des Graphen G = (V, E) mit
n = |V] gilt demnach

V(G) = mngr (B-J),

wobei B € R™" eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix ist, so dass die folgenden

zwei Bedingungen erfiillt sind:

B = 1 (5.17)
bij = 0 fiir alle Kanten {i,j} € E. (5.18)
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Eine Matrix B, welche die Bedingungen (5.17) und (5.18) erfiillt und fiir die zusétzlich gilt
T (B-J)>9G) 1, (5.19)

kann mit der Ellipsoidmethode [16] beziehungsweise mit Innere-Punkte-Verfahren [2, 24] in
Polynomialzeit gefunden werden. Da B € R™*" eine symmetrische, positiv semidefinite Matrix
ist, gibt es nach Fakt 5.7 eine Diagonalmatrix D € R™ "™ mit den Eintrdgen d; > 0, i =

1,...,n, und eine orthogonale Matrix Q) € R™*™, so dass gilt
B=Q-D-QT.
Wir bilden nun eine Matrix C' € R™*"™
C=Q-D,
wobei D € R™ ™ eine Diagonalmatrix mit folgenden Eintréigen ist:
dij = \/dy  firalleie{1,...,n}.

Offenbar gilt dann auch
Bp=cC-c".

Die Matrix C' kann mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung [14, Kapitel 4.2.8] in Polynomialzeit

gefunden werden kann.

Algorithmus 5.1 Cholesky-Zerlegung(B)

1: for k—1tondo

2 if B(k,k) > 0 then

3 C(k,k) — /B(k,k)

4: fori«— k+1tondo

5: C(i k) < B(i, k)/C(k, k)

6 for j — k+1tondo

7 for i — j ton do

8 B(i.j) — Bli,j) — C(i,k) - C(j. k)
9

return C

Insbesondere existieren also Vektoren ¢; und c¢; mit b;; = c;fpcj fiir alle 4,5 € {1,...,n}. Wir
konstruieren nun daraus eine orthonormale Représentation (b,) mitv € V. Essei [ = {i | ¢; #
0} und T = {i | ¢; = 0}. Wir setzen fiir alle i € I

Ci

i = . (5.20)
il

Fiir die restlichen (n — |I]) Vektoren b; mit j € I konstruieren wir (n — |I|) Einheitsvektoren,

welche paarweise orthogonal zueinander sind und fiir die zusétzlich gilt, dass jeder Vektor
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5 APPROXIMATION UNABHANGIGER MENGEN MIT DER 9-FUNKTION

b; mit j € I zu jedem Vektor b; mit ¢ € I orthogonal ist!. Also gilt fiir v € T und w € T

beziehungsweise fiir v € I und w € T oder v € T und w € T

blb, =0. (5.21)
Weiterhin sei n
d= T (5:22)
1> i ill
Es muss nun noch gezeigt werden, dass die Vektoren (b,) = (b1,...,by,) eine orthonormale

Reprisentation des Graphen G = (V, E) bilden, das heifit fiir alle {v,w} ¢ E gilt bLb,, = 0.
Seien also v und w Knoten, so dass die Kante {v,w} nicht im Graphen G enthalten ist. Die

dazugehorigen Vektoren seien b, und b,,. Wir miissen also zeigen, dass gilt
blb, =0. (5.23)

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit seien beide Vektoren b, und b,, nach Vorschrift (5.20)
gebildet worden, das heifit, es gilt v € I und w € I, da anderenfalls b, und b,, wegen (5.21)
orthogonal zueinander sind. Damit gibt es Vektoren ¢, # 0 und ¢, # 0, so dass gilt

Co

el

Cw

lewll

by, = und b, =
Da die Kante {v,w} nicht im Graphen G enthalten ist, muss sie im Komplementgraphen
enthalten sein, also {v,w} € E. Damit ist der entsprechende Eintrag b,,, in der Matrix B

wegen (5.18) gleich Null, insbesondere gilt also by, = ¢! ¢, = 0 und wir erhalten

T
C;y Cw

Wy, = —vow
T el - Nlewll

0.

Damit ist gezeigt, dass die Vektoren (b,) = (b1,...,b,) eine orthonormale Reprisentation
bilden. Es fehlt noch der Beweis, dass damit (5.16) erfiillt ist. Zunfichst sei bemerkt, dass
wegen (5.17) gilt

n

chzl.

i=1
AuBlerdem gilt aufgrund von (5.19)

(f:Q) Z 19(G) —1.

Damit erhalten wir durch Anwenden der Cauchy-Schwarz Ungleichung (5.1)

Zn:(dTb,-)? = (ig) . (zn:(dTbiF)
i=1

i=1 i=1

"Wir beweisen kurz die Existenz dieser Vektoren. Es sei U der von den Vektoren ¢; mit i € I aufgespannte
Unterraum und V' dessen orthogonales Komplement. Es gilt dimV = n — dimU sowie dimU < k und

folglich auch dim V' > n — k. Wir wihlen nun n — k beliebige Elemente einer Orthonormalbasis in V.
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v

n 2
(E lleill - (dTbi)>
7,7:11 )
Zchi> (da by = ci/|leill)

" 2
= (dT . (Z cl)> (aufgrund von (5.22))

> 9(G)—1.

Wir konnen daher nach obigen Uberlegungen den Algorithmus von Karger, Motwani und
Sudan [27] auf die ersten m Knoten nach Ordnung (5.13) anwenden und geben die Knoten

der grofiten Farbklasse aus. O

Bemerkung 5.24 Die Verbesserung von Alon und Kahale [3] l4sst sich offensichtlich eben-
falls derandomisieren, da wir dafiir nur den Algorithmus von Karger, Motwani und Sudan

[27] derandomisieren miissen, was aufgrund von [36] moglich ist.

Der Algorithmus von Alon und Kahale ldsst sich im Pseudocode wie folgt beschreiben:

Algorithmus 5.2 SDP-Independent-Set-Approximation(G = (V, E))

1: B« Theta(Q)

2:  C « Cholesky-Zerlegung(B)

3 1y 0n—C(1,:),...,C(n,:)

4: fori«—1tondo

5: if ¢; # 0 then

6: bi — cif||ci

T else

8: I—TUi

9: by Null(C(V\1I))
10: s> " ¢
11: d— s/||s|
12: vy, ..., v, < Sort((dTh1)? > (dTh2)? > ... > (dTh,)?)
13: Ii,...,Icorors «— KMS-Coloring(G[v1, ..., vm))
14: return max{[li,...,IlcoLors}

In Zeile 1 wird zunéchst eine Matrix B € R"*" berechnet, so dass (5.5) gilt. Anschliefend
wird die Cholesky-Zerlegung der Matrix B bestimmt und die einzelnen Zeilen dieser Matrix
C in den Vektoren cq, ..., ¢, gespeichert. In den Zeilen 4 bis 9 wird eine orthonormale Repri-

sentation (b,) des Graphen G berechnet. Dabei wird zunichst fiir alle ¢; # 0 der Wert von b;
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entsprechend (5.20) gesetzt. Alle restlichen Vektoren b;, fiir die ¢; = 0 gilt, werden in Zeile 9
gesetzt. Dabei berechnet ,Null“ paarweise orthogonale Einheitsvektoren, die wiederum ortho-
gonal zu allen bisherigen Vektoren b; verlaufen?. In Zeile 12 wird eine Funktion aufgerufen,
die die Knoten entsprechend (5.13) sortiert. Der auf die ersten m Knoten dieser Ordnung
induzierte Untergraph von G wird durch den Aufruf ,KMS-Coloring(GJvy,...,v,])" in Zeile
18 mit dem Farbungsalgorithmus von Karger, Motwani und Sudan gefarbt und abschliefend

in Zeile 14 die grofite gefundene Farbenklasse zuriickgegeben.

2Die gleichnamige Matlab-Funktion null berechnet diese Vektoren.
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6 ONLINE INDEPENDENT SET

In diesem Kapitel werden wir uns mit der Onlinesituation des Problems INDEPENDENT SET
beschéftigen. Dabei handelt es sich um eine besondere Art von Approximationsalgorithmen,
wie wir im Folgenden sehen werden. Bei den bisherigen Betrachtungen in dieser Diplomarbeit
war die Eingabe fiir die Approximationsalgorithmen immer vollsténdig vorgegeben, das heifit
die betrachteten Algorithmen hatten stets die ganze Eingabe, in unserem Fall also einen
Graphen G = (V, E), vorliegen, mit der Aufgabe, in diesem Graphen G eine unabhingige

Menge maximaler Kardinalitdt zu approximieren.

Bei unseren Betrachtungen wandeln wir dieses dahingehend ab, dass die Eingabe nur noch
Schritt fiir Schritt fiir den Algorithmus ,sichtbar* wird. In unserem Fall, das heifit bei dem
Problem INDEPENDENT SET, wird in jedem Schritt dem Onlinealgorithmus ein Knoten v ge-
geben. Zusétzlich zu diesem Knoten erhélt der Algorithmus auch Informationen iiber Kanten,
die zwischen dem Knoten v und bereits vorhandenen, in fritheren Schritten gegebenen Knoten
verlaufen. Bei Graphen G = (V, E) auf n = |V| Knoten bezeichnen wir diese Vorgehensweise

als Onlinesequenz der Lange n.

Definition 6.1 (Onlinesequenz der Linge n, Runde) FEs sei G = (V, E) ein Graph auf
n = |V| Knoten. Eine Onlinesequenz der Linge n fiir einen Onlinealgorithmus A ist gegeben

durch eine Permutation w der Knotenmenge V und eine Kantenmenge

E(x(i) = En{{x(i),7()} |7 <i}}.

Der Onlinealgorithmus A erhdlt dann im Schritt i den Knoten w(i) sowie die zwischen dem
Knoten m(i) und der Menge E(7(i)) der Knoten {m(1),...,m(i — 1)} verlaufenden Kanten
als Fingabe. Ein einzelner Schritt wird oftmals als Runde bezeichnet, das heif$t insbesondere,

dass eine Onlinesequenz aus n Runden besteht.

Bemerkung 6.2 Zum besseren Verstindnis gehen wir davon aus, dass die Knoten bereits
so geordnet sind, wie sie einem Onlinealgorithmus gegeben werden, das bedeutet in Runde ¢

erhélt ein Onlinealgorithmus den Knoten v; und die Kantenmenge
E(vi) = En{{v;,v;} | fur alle j < i} .

Im Folgenden werden wir uns weniger mit speziellen Onlinealgorithmen, sondern vielmehr
mit deren Fahigkeiten auseinandersetzen. Dieses bedeutet insbesondere, dass wir obere und

untere Schranken beziiglich der Onlineapproximierbarkeit analysieren.
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6 ONLINE INDEPENDENT SET

Ein Onlinealgorithmus fiir das Problem INDEPENDENT SET beginnt, ausgehend von der leeren
Menge I := (), eine unabhéingige Menge I zu konstruieren, indem er in jeder Runde 7 der
Onlinesequenz entscheidet, ob der Knoten v; zur unabhingigen Menge I hinzugefiigt wird
oder nicht. Natiirlich kann der Onlinealgorithmus dieses nur tun, wenn die Menge I durch
das Hinzufiigen von v; immer noch eine unabhéngige Menge ist. Ziel ist es wiederum, eine
moglichst grofle, nahe am Optimum liegende, unabhéingige Menge I zu erhalten. Analog zur
Giite bei Approximationsalgorithmen definieren wir bei Onlinealgorithmen auch die Qualitéit

einer gelieferten Losung.

Definition 6.3 (Kompetivitit R4 eines Onlinealgorithmus A) FEs sei H,, die Menge
aller Onlinesequenzen der Linge n aller Graphen G = (V, E) auf n = |V| Knoten und A(H)
der Wert der Losung des Onlinealgorithmus A bei Fingabe einer Onlinesequenz H € H,.
Dann ist die Kompetivitit des Onlinealgorithmus A definiert als
a(H)
R = —
wobei a(H) die Unabhingigkeitszahl des Graphen G = (V, E) auf n = |V| Knoten ist, welcher

durch die Onlinesequenz H gegeben wird.

Um die Kompetivitdt eines Onlinealgorithmus zu analysieren, fithrt man ein sogenanntes
Gegnermodell ein. Dieses bedeutet, dass wir die Existenz eines Gegners voraussetzen, welcher
unseren Onlinealgorithmus sowie die jeweilige Entscheidung in jeder Runde des Algorithmus
kennt und die restlichen Runden der Onlinesequenz so modifizieren kann, dass unser Onlineal-
gorithmus eine moglichst schlechte Losung approximiert. Einen Gegner mit diesen Fahigkeiten

bezeichnen wir als anpassungsfihigen beziehungsweise adaptiven Gegner.

Definition 6.4 (adaptiver Gegner) FEin adaptiver Gegner eines Onlinealgorithmus hat die
Féhigkeit, vor jeder Runde i die restliche Onlinesequenz zu modifizieren, das heifst, er kann
die Reihenfolge der Knoten (i), ..., m(n) beliebig verdndern und zusditzliche Kanten zwischen

den Knoten 7 (i), ..., n(n) und allen anderen Knoten v € V' einfiigen beziehungsweise loschen.

Mit Hilfe dieses Gegnermodells kénnen wir die Kompetivitit eines Onlinealgorithmus A be-
stimmen, indem der adaptive Gegner in jeder Runde gerade die Onlinesequenz so wihlt, dass
die Entscheidungen des Onlinealgorithmus am schlechtesten werden. Es ist sofort klar, dass
dieser adaptive Gegner sehr méchtig ist, insbesondere kénnen durch die Féhigkeiten eines an-
passungsfihigen Widersachers sehr schlechte Ergebnisse fiir die Onlinesituation des Problems

INDEPENDENT SET entstehen, wie wir im folgenden Satz sehen werden.

Satz 6.5 Es sei A ein beliebiger Onlinealgorithmus fir die Onlinesituation des Problems
INDEPENDENT SET, welcher als Fingabe eine Onlinesequenz der Ldnge n erhdlt. Dann hat A

gegen einen adaptiven Gegner eine Kompetivitdt von

Ra(n)>n—1.
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6 ONLINE INDEPENDENT SET

Beweis: Es sei eine beliebige Onlinesequenz der Linge n gegeben, das heifit, diese Onlinese-
quenz definiert einen Graphen G = (V, E) auf n = |V| Knoten. In jedem Schritt erhélt der
Onlinealgorithmus A einen Knoten v des Graphen G sowie die, zu vorher gegebenen Kno-
ten, inzidenten Kanten. Nach Definition 6.4 kann der adaptive Gegner in jedem Schritt die

restliche Onlinesequenz modifizieren.

Die Onlinesequenz sieht nun folgendermafien aus. Zunéchst erhélt der Onlinealgorithmus A
in jeder Runde nur einzelne, isolierte Knoten, das heiffit Knoten, die mit keinem der in vor-
herigen Runden gegeben Knoten durch eine Kante verbunden sind. Angenommen in Runde
i, 1 € {1,...,n}, entscheidet sich der Onlinealgorithmus A zum ersten Mal den Knoten v;
in die unabhéingige Menge I aufzunehmen. Es seien v;41,...,v, die restlichen Knoten der
Onlinesequenz. Der adaptive Gegner dndert nun die Onlinesequenz wie folgt. Fiir jeden der
Knoten vj, j € {i+1,...,n}, wird zusdtzlich noch die Kante {v;,v;} in jeder weiteren Runde
gegeben. Die Reihenfolge der Knoten muss nicht geéindert werden. Diese Modifikation hat
zur Folge, dass der Onlinealgorithmus A keinen weiteren Knoten zur unabhéngigen Menge
I hinzufiigen kann, da durch das Hinzufiigen eines Knotens v;, j € {i +1,...,n}, zu I die

Unabhéngigkeit dieser Menge zerstort wird.

Wir analysieren nun die Kompetivitiat des Onlinealgorithmus A. Der durch die Onlinesequenz
definierte Graph G = (V, E) mit n = |V| wird beschrieben durch

Vo= o)
E = {{v,v;}| firalleje {i+1,...,n}},

wobei v; der erste und einzige Knoten der Onlinesequenz ist, welcher zur unabhéngigen Menge

I hinzugefiigt wurde:
I = {UZ} .

Die maximale unabhéngige Menge des Graphen G ist offensichtlich

Ima:}c = {’Ul, ey Ui—1, U441, - - .,Un} =V \ {Uz} s

da jede Kante mit dem Knoten v; inzidiert und es deshalb keine Kante gibt, die nur mit

Knoten aus I, inzidiert. Damit ist die Unabhéngigkeitszahl a(G) des Graphen G
a(G)=n—1.

Wir erhalten somit als Kompetivitdt des Onlinealgorithmus A

n—1

Ry(n) > 1

=n-—1. O

Wir haben damit gesehen, dass jeder Onlinealgorithmus fiir das Problem INDEPENDENT SET

unter Verwendung des obigen Modells eine sehr schlechte Kompetivitdt hat, da trivialerweise
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6 ONLINE INDEPENDENT SET

R4(n) < n gilt. Die Ursache dieser schlechten Kompetivitét liegt darin, dass wir die Entschei-
dungen des Onlinealgorithmus nicht riickgéingig machen koénnen, also etwa den in Schritt ¢
gewdhlten Knoten wieder entfernen und dafiir andere Knoten zur unabhéngigen Menge I hin-
zufiigen. Andererseits wire es gilinstiger, wenn wir statt einer unabhéngigen Menge I mehrere
unabhéngige Mengen I, ..., I verwenden kénnten und dann die grofite dieser k¥ Mengen aus-
geben. Dieses Modell, welches man wegen der mehrfachen Losungsmengen auch Multisolution

Modell nennt, werden wir nun kennenlernen.

6.1 Das Multisolution Modell

Im bisherigen Modell der Onlinesituation des Problems INDEPENDENT SET konnte ein On-
linealgorithmus nur eine Losungsmenge konstruieren. Wir haben gesehen, dass ein solcher
Algorithmus schlechte Losungen liefern kann. In diesem Abschnitt wollen wir dieses Modell
dahingehend erweitern, dass ein Onlinealgorithmus mehrere Losungsmengen zusammenstel-
len kann. Zur besseren Veranschaulichung werden wir diese Losungsmengen auch Behélter

nennen.

Definition 6.6 (Behilter) FEine Ldosungsmenge bezeichnen wir als Behilter.

Wir koénnen uns das Multisolution Modell so vorstellen, dass wir eine endliche Menge von
Behiltern betrachten. In Runde ¢ kann ein Onlinealgorithmus nun den Knoten v; zu mehreren
dieser Behilter hinzufiigen. Wie oft ein Knoten v; zu verschiedenen Behéltern hinzugefiigt
werden darf, ist durch einen Parameter r(n) spezifiziert. Abbildung 6.1 stellt das Hinzufiigen

des dritten Knotens zu r(n) = 3 vielen verschiedenen Behiltern graphisch dar.

oo o] [o] [o] [a

®® ® ®
© @ © ©) ®

Abbildung 6.1: Hinzufiigen eines Knotens im Multisolution Modell

Definition 6.7 (Parameter r(n)) Es sei A ein Onlinealgorithmus fir das Multisolution
Modell. Dann wird durch den Parameter r(n) festgelegt, zu wie vielen verschiedenen Behdltern

jeder Knoten v; in Runde i hdchstens hinzugefigt werden darf.

Offenbar kénnen wir unter der Bedingung 7(n) = 2"~! alle moglichen Teilmengen der Knoten-

menge V' des durch die Onlinesequenz der Lénge n definierten Graphen G = (V| E) erzeugen
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6 ONLINE INDEPENDENT SET

und das Problem wird trivial. Wir sind also insbesondere an Losungen interessiert, so dass

der Parameter 7(n) polynomiell in n beschrankt ist.

Definition 6.8 (Behiltermenge B(v) eines Knotens v) Die Behdltermenge B(v) eines

Knotens v ist die Menge aller Behdlter, die den Knoten v enthalten.

Fiir die Kardinalitéit der Behéltermenge B(v) gilt |B(v)| < r(n) aufgrund von Definition 6.7.

6.1.1 Eine obere Schranke der Kompetivitat

Satz 6.9 Es sei A ein beliebiger Onlinealgorithmus fir das Multisolution Modell der Onli-
nesituation des Problems INDEPENDENT SET, welcher als Eingabe eine Onlinesequenz der

Ldnge n erhdlt. Dann hat A gegen einen adaptiven Gegner eine Kompetivitdt von

Beweis: Es sei t = [logr(n) — 1]. Wir unterteilen die gegebene Onlinesequenz der Lénge n
in einzelne Blocke der Lénge ¢, das heifit, wir fassen immer ¢ viele Knoten zu einem Block
zusammen. Im Folgenden betrachten wir die Vorgehensweise fiir einen beliebigen Block von ¢

aufeinanderfolgenden Knoten.

Es gibt insgesamt 2¢ — 1 viele nichtleere Teilmengen I g =1,... , 28 — 1, von Knoten eines
Blockes, der aus ¢t Knoten besteht. Jede dieser nichtleeren Teilmengen I; kann als Bitstring
b; der Lange t interpretiert werden, wobei an Position b;(i) genau dann eine Eins steht, wenn
der Knoten v; in der Teilmenge I; enthalten ist. Anderenfalls ist der Eintrag b;(i) gleich
Null. Fiir jeden Block der Léinge t legen wir zuniichst 2¢ — 1 verschiedene Behiilter an. Jedem
dieser 2¢ — 1 vielen Behiilter weisen wir nun genau einen der eben beschriebenen Bitstrings
bj,j=1,...,20 =1 zu.

Der Onlinealgorithmus A geht nun wie folgt vor. Es sei v; der i’te Knoten eines Blockes der
Lange t fiir den A eine Entscheidung treffen muss. Der Knoten v; wird nun in alle die Behélter
I; mit j =1,...,2" — 1 hinzugefiigt, fiir die gilt

bj(i)=1.

Das bedeutet, dass der Knoten v; in genau 2¢~! viele Behilter hinzugefiigt wird, da v; in
genau der Hilfte aller (inklusive der leeren) Teilmengen der ¢ Knoten enthalten ist. Fiir die

Anzahl der Zuordnungen von Knoten v; gilt demnach
gt—=1  _ Qﬂogr(n)—ﬂ—l

< 7r(n).

Jede mogliche unabhingige Menge eines jeden Blocks der Linge t ist in einem der 2¢ — 1

vielen Behéltern représentiert. Der Onlinealgorithmus A muss nun zun#chst jeden Behélter

60



6 ONLINE INDEPENDENT SET

priifen, ob die darin enthaltenen Knoten eine unabhéingige Menge bilden. Die grofite gefun-
dene unabhéngige Menge I4 gibt der Onlinealgorithmus A am Ende seiner Suche aus. Diese
Menge 14 besteht aus Knoten eines Blockes der Linge t. Alle anderen Blocke enthalten nur

unabhiingige Mengen, deren Kardinalitit durch |I4| nach oben beschrénkt ist.

Die Anzahl Blocke der Linge ¢, welche der Onlinealgorithmus A betrachtet ist [n/t]. Es sei
a(@) die Unabhingigkeitszahl des Graphen G = (V, E), welcher durch die Onlinesequenz
der Lénge n definiert wird. Nach dem Schubfachprinzip ist die Kardinalitéit einer grofiten

unabhéingigen Menge I,,,,, des Graphen G beschrankt durch
n
AG) = lmaa| < [ 5] 112l
da I4 anderenfalls nicht eine grofite unabhéngige Menge eines Blockes der Lénge ¢ ist. Damit
gilt fiir die Kompetivitdt des Onlinealgorithmus A

Ra(n) = M/T}JIA' = EW

= O ern) D

6.1.2 Untere Schranken der Kompetivitat

Zunéchst werden wir uns mit der allgemeinen Vorgehensweise fiir Beweise unterer Schranken
fiir die Onlinesituation des Problems INDEPENDENT SET vertraut machen, welche auch schon
in [19] betrachtet wurden. Jeder Knoten erhélt vom adaptiven Widersacher einen Status.
Entweder wird ein Knoten als gut oder als schlecht bezeichnet, welches nun genauer spezifiziert

wird.

Definition 6.10 (guter Knoten, schlechter Knoten) FEin Knoten v;, der in Runde i ei-
nem Onlinealgorithmus fiir das Problem INDEPENDENT SET gegeben wird, erhdlt zundchst den
Status gut und wird als guter Knoten bezeichnet. Der Knoten v; besitzt solange den Status gut,
bis er von einem adaptiven Gegner den Status schlecht erhdlt. Ab diesem Zeitpunkt bezeichnen
wir v; als schlechten Knoten. Ein schlechter Knoten wird zu keinem Zeitpunkt wieder zu einem
guten Knoten. Die Kantenmenge E(v;), welche in Runde i zusdtzlich zum Knoten v; gegeben
wird, ist einzig allein abhdngig vom Status der bisher gegebenen Knoten. Der Knoten v; ist
mit allen Knoten vj, j < i, die schlechte Knoten sind, verbunden. Verbindungen zwischen

zwei guten Knoten existieren nicht, das heif$t, die Kantenmenge E(v;) erfillt
E(vi) = {{vj,vi} | j <i und vj schlecht} .

Da jeder schlechte Knoten mit allen nachfolgenden Knoten verbunden ist, kénnen keine weite-
ren Knoten zu einer unabhéngigen Menge I bezichungsweise zu einem Behélter I hinzugefiigt

werden, sobald der erste schlechte Knoten zu I hinzugefiigt wird. Zusétzlich sei bemerkt, dass

61



6 ONLINE INDEPENDENT SET

die Kardinalitéit einer unabhingigen Menge durch die Anzahl guter Knoten in einem Behélter

beschrieben werden kann?.

Mit Hilfe der Definition 6.10 konnen wir den Beweis von Satz 6.5 auch so veranschaulichen,
indem wir uns vorstellen, dass der erste gewahlte Knoten sofort ein schlechter Knoten wird.
Die gefundene unabhingige Menge besteht dann gerade nur aus diesem einen Knoten, obwohl

die grofite unabhéngige Menge aus allen anderen Knoten bestehen kann.

Wir werden zunéchst eine untere Schranke fiir das Multisolution Modell fiir den Fall, dass

r(n) < n gilt, angeben.

Satz 6.11 FEs sei A ein beliebiger Onlinealgorithmus fir das Multisolution Modell der On-
linesituation des Problems INDEPENDENT SET, welcher als Fingabe eine Onlinesequenz der
Linge n erhdlt, die einen Graphen auf n Knoten definiert. Dann hat A gegen einen adaptiven

Gegner eine Kompetivitdt von

Ra(n) > m

Beweis: Der adaptive Gegner des Onlinealgorithmus A bestimmt in jeder Runde i der On-

fir r(n) < n.

linesequenz der Linge n den Status des jeweils gegebenen Knoten v; wie folgt. Falls A den
Knoten v; in einen Behilter legt, der bereits mindestens r(n) Knoten enthélt, dann dndert
der adaptive Gegner den Status und v; wird ein schlechter Knoten. Anderenfalls, das heifit die
Berechnungen des Algorithmus A ergeben, dass der Knoten v; in einen Behélter mit weniger

als 7(n) Knoten gelegt wird, bleibt v; ein guter Knoten.

Jeder Behilter, der eine unabhéngige Menge bildet, enthélt nun hochstens r(n) + 1 Knoten,
da der (r(n) + 1)’te und jeder weitere Knoten eines jeden Behélters nach obiger Darstellung
ein schlechter Knoten ist und demzufolge keine weiteren Knoten aufgenommen werden kon-
nen. Wir erhalten folglich als obere Schranke fiir die Gréfle einer vom Onlinealgorithmus A
gelieferten Losung 14

[I4| <r(n)+1.

Wir miissen nun noch eine untere Schranke fiir eine optimale Losung I,,,, berechnen. Wie
bereits oben festgestellt, entspricht die Anzahl guter Knoten (zuziiglich eines schlechten Kno-
tens) der Unabhingigkeitszahl «(G) des durch die Onlinesequenz der Linge n gegebenen
Graphen G = (V, E). Ein schlechter Knoten tritt erst dann auf, wenn dieser zu einem Be-
hélter mit r(n) guten Knoten hinzugefiigt wird. Da es von dem schlechten Knoten hochstens
r(n) Kopien gibt, ist die Anzahl guter Knoten in allen Behiltern mindestens so grof§ wie
die Anzahl schlechter Knoten in allen Behiltern. Deshalb gibt es mindestens n/2 viele gute
Knoten, welche eine unabhéngige Menge in GG bilden und demzufolge gilt

n

5

!Genauer gesagt gilt, dass der erste schlechte Knoten ebenfalls noch dazu gehért, da dieser schlechte Knoten

a(G) = [Inaz| >

nicht mit den vorher gegebenen (guten) Knoten durch eine Kante verbunden ist.
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Wir haben nun eine obere Schranke fiir die Losung 14 des Onlinealgorithmus A sowie eine
untere Schranke fiir die Optimallésung und folglich gilt fiir die Kompetivitét
n
R >

A 2 S T 0
Damit haben wir eine erste untere Schranke der Kompetivitédt des Multisolution Modell der
Onlinesituation des Problems INDEPENDENT SET kennengelernt. Falls fiir den Parameter
r(n) gilt, dass dieser wesentlich kleiner als n gewihlt wird, ist diese Schranke bereits sehr gut.
Anderenfalls, wenn der Parameter r(n) ein Polynom in Abhingigkeit von n ist, haben wir

eine wenig aussagekréftige untere Schranke vorliegen, da diese dann trivialerweise aufgrund

R4(n) > 1 erfiillt ist. Fiir diesen Fall folgt nun eine bessere Aussage.

Satz 6.12 FEs sei A ein beliebiger Onlinealgorithmus fir das Multisolution Modell der On-
linesituation des Problems INDEPENDENT SET, welcher als Fingabe eine Onlinesequenz der

Ldnge n erhdlt. Dann hat A gegen einen adaptiven Gegner eine Kompetivitit von

n

Ra(n)> ————+—— .
aln) = 2 log(n - r(n))
Bevor wir uns dem Beweis zuwenden, benétigen wir noch einige Definitionen.

Definition 6.13 (guter Behilter, schlechter Behélter) Fin Behdlter b wird als gut be-

zeichnet, wenn er keinen schlechten Knoten enthdlt. Anderenfalls ist b ein schlechter Behdlter.

Definition 6.14 (Kosten eines Behilters, Gesamtkosten einer Losung) Es sei b ein
Behdlter und |b| die Anzahl Knoten in b zu einem bestimmten Zeitpunkt. Dann sind die Kosten

costy des Behdlters b zu diesem bestimmten Zeitpunkt definiert als
costy = 211, (6.1)
Die Gesamtkosten einer Losung sind definiert als die Summe der Kosten aller guten Behdlter.

Definition 6.15 (Kosten eines Knotens, effektive Kosten eines Knotens)
Die Kosten cost(v) eines Knotens v sind definiert als die Summe der Kosten der Behdlter, die

den Knoten v enthalten, also die Kosten der Elemente der Behdltermenge B(v) des Knotens

cost(v) = Z costy, = Z olbl=1

beB(v) beB(v)

v

Die effektiven Kosten cost.(v) eines Knotens v sind die Summe der Kosten der Behdlter, die

den Knoten v und mindestens einen weiteren Knoten enthalten

coste(v) = Z costy = Z glbl=1

beB(v) bEB(v)
[b|>2 [b|>2
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Damit haben wir nun die Vorbereitungen fiir den Beweis von Satz 6.12 getroffen.

Beweis (Satz 6.12): Wie bereits im Beweis von Satz 6.11 besitzen auch hier die Knoten

einen Status, das heiflt, entweder bezeichnen wir einen Knoten als gut oder als schlecht.

Unsere Onlinesituation umfasst nun n/2 viele Runden. Dieses bedeutet, dass in jeder Runde
zwei Knoten v; und v sowie die entsprechenden Kanten der Onlinesequenz der Lénge n dem
Onlinealgorithmus A gegeben werden. Bisher hatten wir nur Onlinesituationen betrachtet,
die dadurch gekennzeichnet waren, dass der Onlinealgorithmus A in jeder Runde nur einen
einzigen Knoten als Eingabe erhilt. Das Abweichen von diesem Modell in diesem Beweis soll
nur der besseren Vorstellung dienen. Man kénnte sich diese Situation auch wie folgt vorstellen.
Der Onlinealgorithmus A erhélt in jeder Runde einen Knoten. Nach jeweils zwei Runden kann
der adaptive Gegner dann den Status der beiden zuvor gegebenen Knoten &dndern. Dieses
Vorgehen verringert die untere Schranke, da der Onlinealgorithmus vor der Entscheidung
beziiglich des zweiten Knotens keine Information iiber Statusénderungen des ersten Knotens
erfahrt.

Der adaptive Widersacher @ndert den Status der Knoten v; und wy nun in Abhéngigkeit
der vom Onlinealgorithmus A getroffenen Entscheidung so, dass einer der beiden Knoten
den Status schlecht erhilt, wihrend der andere Knoten weiterhin ein guter Knoten bleibt.
Der neue Status richtet sich nach den effektiven Kosten der beiden Knoten v; und wvs. Gilt
coste(v1) > coste(v2), dann wird v; ein schlechter Knoten und vg bleibt ein guter Knoten,

anderenfalls wird v2 ein schlechter Knoten und v; bleibt ein guter Knoten.

Die Anzahl guter Knoten ist aufgrund dieses Vorgehens genau so grofl wie die Anzahl schlech-
ter Knoten, wenn wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dass die Anzahl der
Runden gerade ist, das bedeutet, es gilt n ist gerade. Da alle guten Knoten nach Konstruktion
nicht paarweise durch Kanten verbunden sind, bilden diese eine unabhingige Menge und wir
erhalten als untere Schranke fiir die Unabhéngigkeitszahl a(G) des durch die Onlinesequenz
der Linge n definierten Graphen G = (V, E)

a(G) > 5

Wir kénnen annehmen, dass die beiden Knoten v, und vs nur zu guten Behéltern, das heifit
Behiltern, die nur gute Knoten enthalten, hinzugefiigt werden, da anderenfalls der entspre-
chende schlechte Behilter nach dem Hinzufiigen eines Knotens keine unabhingige Menge

mehr bildet.

Im Folgenden gehen wir ohne Einschriankung davon aus, dass der Knoten v; den Status
schlecht erhilt, das bedeutet, es gilt coste(vi) > cost.(vs). Jeder gute Behilter, der den
Knoten v aufnimmt, wird dadurch ein schlechter Behélter. Gute Behélter, die beide Knoten

v1 und vy aufnehmen, werden natiirlich ebenfalls zu schlechten Behéltern.
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Wir betrachten nun, wie sich das Hinzufiigen der Knoten v; und vy zu verschiedenen Behéltern
auf die Kosten der jeweiligen Behélter auswirkt. Behilter b, die nur den Knoten vy enthalten
und folglich neu angelegt wurden, haben die Kosten 1. Alle anderen guten Behélter, die nur
den Knoten vy aufgenommen haben, bleiben gute Behélter und verdoppeln aufgrund von (6.1)

ihre Kosten, da sich die Anzahl der Elemente durch das Hinzufiigen von v um eins erhoht.

Durch eine Verdnderung der Kosten der Behélter verdndern sich natiirlich auch die Gesamt-
kosten. Wir berechnen nun eine obere Schranke fiir die Gesamtkosten, wodurch wir eine obere
Schranke fiir die Anzahl Knoten einer unabhéingigen Mengen, die der Onlinealgorithmus A

ausgibt, erhalten. Zunéchst betrachten wir die effektiven Kosten. Es gilt nach Annahme
cost.(v1) > coste(va) . (6.2)

Dadurch, dass Behilter, die den Knoten v; enthalten, schlechte Behélter werden, werden
die effektiven Kosten von v; von den Gesamtkosten abgezogen. Dem gegeniiber steht eine
Erhohung der Kosten durch die effektiven Kosten von vy. Diese Erhohung fillt wegen (6.2)
jedoch geringer aus. Nur die Kosten von Behéltern, die allein den Knoten vy beinhalten,
konnen die Gesamtkosten erhéhen. Da ve hochstens zu r(n) vielen Behéltern hinzugefiigt
wird und es insgesamt 1/2 Runden gibt, erhalten wir als obere Schranke fiir die Gesamtkosten
r(n)-n/2. Fir die Grofle |b| eines Behélters b gilt dann

olbl-1 n
< (w2

= |b] < log(r(n)-n).

Folglich erhalten wir fiir die Kompetivitéit des Onlinealgorithmus A

n
R > .

aln) 2 2 -log(n - r(n)) O
Die gerade bewiesene untere Schranke ist demnach von der GréBenordnung Q(n/logn) fiir
den Fall, dass 7(n) = n* gilt, wobei k eine Konstante ist. Mit Satz 6.9 haben wir bereits eine
obere Schranke von O(n/logn) dafiir nachgewiesen, so dass keine wesentlichen Verbesserun-
gen von Aussagen beziiglich der Kompetivitdt von Algorithmen des Multisolution Modell der

Onlinesituation des Problems INDEPENDENT SET zu erwarten sind.
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In den vorangegangenen Kapiteln haben wir uns mit der Approximierbarkeit der Unabhéngig-
keitszahl in theoretischer Hinsicht auseinandergesetzt. Wir haben verschiedene Algorithmen
zur Approximation unabhingiger Mengen kennengelernt und deren Approximationsgiite ana-

lysiert. Auf eine praktische Relevanz dieser Algorithmen sind wir dabei nicht eingegangen.

In diesem Kapitel werden wir Implementierungen einiger ausgewéhlter Algorithmen kennen-
lernen und deren Leistungsfihigkeit analysieren. Dabei werden wir vor allem die Gréfle der
gefundenen unabhéngigen Mengen und die dafiir erforderliche Rechenzeit gegeniiberstellen.
Diese Vorgehensweise erscheint sinnvoll, da bei praktischen Berechnungen nicht nur Wert auf
die Kardinalitdt einer gefunden Losung gelegt wird, sondern diese auch in einer angemessenen
Zeit berechnet werden sollte, da es wohl einen Unterschied macht, ob die Ausgabe innerhalb
weniger Millisekunden oder erst nach mehreren Minuten oder sogar Stunden erzeugt werden
kann. Dass die betrachteten Algorithmen sich in der Laufzeit, wie eben beschrieben, stark

unterscheiden, werden wir im Abschnitt 7.2 sehen.

Als Programmiersprache wurde das Computeralgebrasystem Matlab! in der Version 6.5 Re-
lease 13 ausgewéhlt, weil damit effiziente Matrixoperationen zur Verfiigung gestellt werden,
die die Bearbeitung der Adjazenzmatrizen der gegebenen Graphen erleichtern. Aus diesem
Grund ist der Quelltext einfach zu verstehen und dhnelt vom Aufbau stark den Algorithmen
im Pseudocode aus den vorangegangenen Kapiteln. Fiir die Berechnung der ¥(G)-Zahl eines
Graphen G = (V, E) wurden vordefinierte Funktionen aus dem Softwarepaket SDPT3 in der
Version 3.02? verwendet [41].

Zur Bereitstellung geeigneter Eingabegraphen wurde ein Algorithmus zur Erzeugung randomi-
sierter Graphen G = (V, E)) entworfen. Dabei kann einerseits die Knotenanzahl |V| = n sowie
eine Kantenwahrscheinlichkeit p frei gew#hlt werden. Der verwendete Pseudozufallszahlen-
Generator ist direkt in Matlab integriert und liefert Pseudozufallszahlen im Intervall (0,1).

Nahere Details dazu sind der in Matlab enthaltenen Hilfe zu entnehmen.

Alle implementierten Algorithmen, die wir uns im nachfolgenden Abschnitt 7.1 genauer an-
schauen werden, wurden auf einem Rechner mit AMD Athlon XP 1800+ Prozessor und 512MB
Arbeitsspeicher getestet. Die Taktfrequenz, welche nicht aus der Prozessorbezeichnung ersicht-
lich ist, betrigt dabei 1.54GHz.

!Eine gute Einfiihrung in Matlab 6.5 bietet [29]. Weitere Informationen gibt es unter www.mathworks.de.
2Das Softwarepaket SDPT3 ist unter http://www.math.nus.edu.sg/ mattohkc/sdpt3.html verfiigbar.
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7.1 Details der Implementierung

7.1.1 Erzeugung randomisierter Graphen

Zum Erzeugen randomisierter Graphen wurde eine Funktion graph implementiert, welche als
Eingabe die Parameter n und p erhélt. Dabei ist n die Knotenanzahl und p die Kantenwahr-
scheinlichkeit des zu erzeugenden Graphen, welcher durch die Adjazenzmatrix G reprisentiert
wird. Diese Matrix G ist zugleich der Riickgabewert der Funktion graph. Wird der Parame-
ter p nicht iibergeben®, dann erhilt p den Wert 0.5 (siche Zeile 8). Zuniichst wird in Zeile 6
eine n x n Matrix mit Nullen erzeugt. Anschliefend werden die Kanten ,ausgewiirfelt“, indem
in Zeile 9 eine Pseudozufallszahl bestimmt wird. Mit der entsprechenden Wahrscheinlichkeit
wird dann eine Kante {i,j} zum Graphen hinzugefiigt, das heifit, die Positionen (i, ) und
(j,1) der Adjazenzmatrix G erhalten den Wert 1, da wir nur ungerichtete Graphen betrach-
ten. Zuvor wird jedoch der Pseudozufallszahlen-Generator in der Zeile 5 initialisiert. Durch
die Verwendung des Befehls rand (’ state’ ,sum(100*clock)) ist der Zustand des Generators

abhéngig vom Zeitpunkt der Initialisierung.

function G = graph(n,p);
if (nargin < 2)
p = 0.5;
end
rand(’state’ ,sum(100*clock));
G = false(n);
for i = 1:n
for j = i+1:n

end ;

7.1.2 Der Greedy Algorithmus

Ein einfacher Algorithmus zur Bestimmung einer unabhingigen Menge in einem Graphen
G = (V, E) ist der Greedy Algorithmus. Dieser Algorithmus bestimmt eine beziiglich Inklusion
maximale unabhingige Menge I, indem er beginnend bei I = ) einen Knoten v € V zur

unabhéngigen Menge I hinzufiigt und anschlieBend den Knoten v sowie seine Nachbarn N (v)

3Mit Hilfe der Variable nargin kann die Anzahl der Eingabeparameter in Matlab bestimmt werden.
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aus dem Graphen 16scht. Dieses Vorgehen wird solange iteriert bis der Graph G keine Knoten
mehr enthélt. Das Loschen der Knoten aus dem Graphen erfolgt in dieser Implementierung mit
Hilfe der Funktion setdiff in Zeile 10. Anschlieend wird in Zeile 11 der Greedy Algorithmus
rekursiv auf dem Restgraphen aufgerufen. Der Abbruch dieser Rekursion erfolgt, falls der
Graph leer ist. In diesem Fall ist die Dimension der Adjazenzmatrix 0 und der Algorithmus
terminiert. Ersetzt man die Zeile 9 durch v = nodes(ceil(rand*n)); und initialisiert den
Pseudozufallszahlen-Generator zuvor mit dem Befehl rand (’ state’ ,sum(100*clock)), dann
erhélt man eine randomisierte Variante des Greedy Algorithmus, das heifit, in jedem Schritt

wird ein ,zufilliger® Knoten bestimmt.

function I = greedy (A, nodes)
if (nargin < 2)
nodes = [1:1:length(A)];
end
n = length(nodes);
if (n ==0)
I =[]
else
v = nodes(1);
nnb = setdiff (nodes,[find (A(v,:)) v]);
I1 = greedy (A,nnb);
I = [v I1];

end

7.1.3 Der Min-Greedy Algorithmus

Eine Variante des Greedy Algorithmus ist der Min-Greedy Algorithmus [4, 22, 23|. Die einzige
Anderung ist, dass in jedem Schritt ein Knoten mit minimalem Knotengrad gewéhlt wird. Die
Suche nach einem solchen Knoten ist in den Zeilen 9 bis 17 implementiert. Um die Nachbarn
eines beliebigen Knotens zu bestimmen, wird die Matlab-Funktion find verwendet. Mit dem
Funktionsaufruf find(A(v,:)) werden alle Nachbarn des Knotens v bestimmt, indem alle

Eintriage der Zeile v der Adjazenzmatrix A, die den Wert 1 haben, zuriickgegeben werden.

function I = mingreedy (A, nodes)
if (nargin < 2)
nodes = [l:1:length(A)];
end
n = length(nodes);
if (n ==0)
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I =[]
else
mi = nodes (1);
md = length (find (A(mi,:)));
for i = 2:n
di = length (find (A(nodes(i) ,:)));
if (di < md)
md = di;
mi = nodes(i);
end
end

nnb = setdiff (nodes,[find (A(mi,:)) mi]);
I1 = mingreedy (A,nnb);
I = [mi I1];

end

7.1.4 Der Ramsey Algorithmus

Es folgt eine Implementierung des Ramsey Algorithmus aus Kapitel 3. Wie bereits beim Gree-
dy Algorithmus diskutiert, kann auch eine randomisierte Variante des Ramsey Algorithmus
implementiert werden, indem die Zeile 10 durch v = nodes(ceil(rand*n)); ersetzt wird,
wobei zuvor wieder eine Initialisierung des Pseudozufallszahlen-Generators etwa mit dem
Befehl rand (’state’ ,sum(100*clock)) erfolgen muss. Zur Erlduterung des Quelltextes des
Ramsey Algorithmus ist noch zu sagen, dass die Matlab-Funktion intersect die Schnittmen-
ge zweier Mengen bildet. Im vorliegenden Fall wurde diese Funktion in Zeile 11 verwendet,
um die Nachbarn des gewéhlten Knotens v zu bestimmen, die auflerdem noch im Restgra-
phen vorhanden sind. Die Knoten des Restgraphen sind in der Variablen nodes gespeichert.
Ansonsten entspricht die Implementierung dem Ramsey Algorithmus aus Kapitel 3 und wird

folglich an dieser Stelle nicht genauer erldutert.

function [I,C] = ramsey (A, nodes)

if (nargin < 2)

nodes = [l:1:length(A)];
end
n = length(nodes);
if (n ==0)
I =[]
Cc =1l
else
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v = nodes (1);

nb = intersect (nodes, find (A(v,:)));
nnb = setdiff(nodes,[nb v]);
[I1,C1] = ramsey(A,nb);

[12,C2] = ramsey (A,nnb);

if (length([Cl v]) > length(C2))

C =[v Cl];
else
C = C2;
end
if (length([I2 v]) > length(I1))
I = [v 12];
else
I =11,
end

end

In Kapitel 3 haben wir den Ramsey Algorithmus als Grundlage fiir den nun folgenden Algo-
rithmus Clique-Removal verwendet. Dieser ruft zuniichst den Ramsey Algorithmus? auf und
entfernt dann die gefundene Clique aus dem Eingabegraphen. Dieses Vorgehen wird solan-
ge auf dem Restgraphen durchgefiihrt, bis kein Knoten mehr vorhanden ist. Mit Hilfe der

Variablen nodes werden die noch vorhandenen Knoten gespeichert.

function I = cliqueremoval(A)
n = length(A);
nodes = [1:1:n];

[1,C] = ramsey (A, nodes);
while length (nodes)>0
nodes = setdiff(nodes,C);
Al = A(nodes ,nodes);
[I1,C] = ramsey(Al,1:1:1length(Al));
C = nodes(C);
I1 = nodes(I1);
if (length(I1) > length(I))
I =11,
end

end

“Damit der Ramsey Algorithmus nicht immer gleiche unabhingige Mengen bestimmt, wurde beim Testen des

Algorithmus auf die randomisierte Variante des Ramsey Algorithmus zuriickgegriffen.
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7.1.5 Laufzeitmessungen

Um genaue Laufzeitmessungen der implementierten Algorithmen vorzunehmen, wurden die
Matlab-Funktionen tic und toc verwendet. Dabei ermittelt der Befehl toc die Zeit, welche
seit dem letzten Befehl tic vergangen ist. Eine Zeitmessung am Beispiel des Greedy Algo-

rithmus konnte etwa in folgender Form als Matlab Funktion geschehen.

function [I,zeit] = laufzeitmessung(A)

tic;
I = greedy (A);
zeit = toc;

7.2 Ergebnisse und Analyse der Experimente

Wir werden nun die im vorangegangenen Abschnitt 7.1 vorgestellten Algorithmen beziiglich
ihrer Laufzeit und Kardinalitét der gefundenen unabhingigen Menge anhand zufélliger Ein-
gabegraphen testen. Bevor wir jedoch damit beginnen, betrachten wir die Funktion graph,
welche zum Erzeugen von zufélligen Graphen benutzt wird. Die Zeiten zur Erzeugung zufil-
liger Graphen sind der Tabelle 7.1 zu entnehmen. In der Praxis werden diese Zeiten weniger

eine Rolle spielen, da die Eingabegraphen in diesem Fall auf eine andere Weise erzeugt werden.

Kantenwahrscheinlichkeit p

| o010 0.25 0.50 0.75
g 100 | 0.0276 | 0.0277 | 0.0280 | 0.0282
5 500 | 0.6687 | 0.6720 | 06787 | 0.6857
Mo1000 | 26729 | 2.6949 | 2.7149 | 2.7389
'S 5000 | 66.7438 | 67.5050 | 68.9170 | 70.0366
210000 || 258.8723 | 262.6327 | 266.3880 | 267.8475

Tabelle 7.1: Zur Erzeugung zufilliger Graphen benétigte Zeit in Sekunden

Bei unterschiedlicher Kantenwahrscheinlichkeit p ist, wie auch zu erwarten war, die Zeit zum
Erzeugen entsprechender zufélliger Graphen mit gleicher Knotenanzahl unterschiedlich. Dieser
Unterschied in der Laufzeit ist darin begriindet, dass bei geringerer Kantenwahrscheinlichkeit
die Zeilen 11 und 12 der Funktion graph weniger oft durchlaufen werden, das heifit, es werden
weniger Operationen auf der Adjazenzmatrix G ausgefiihrt als bei einer hoher gewihlten

Kantenwahrscheinlichkeit p.

Zum Testen der implementierten Algorithmen wurden randomisierte Graphen mit unter-

schiedlicher Anzahl an Knoten und unterschiedlichen Kantenwahrscheinlichkeiten erzeugt.
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Die zugrunde liegenden, randomisierten Graphen, deren Knotenanzahl aufgrund des zur Ver-
figung stehenden Speichers auf 10000 Knoten beschrénkt wurde, befinden sich auf einer der
Diplomarbeit beigelegten CD im Verzeichnis Graphen. Die Parameter n und p, das heifit die
Anzahl Knoten und die Kantenwahrscheinlichkeit, sind dabei im Dateinamen der Graphen,
der die Form G_x_y.mat hat, kodiert. Dabei steht x fiir die Anzahl Knoten und y fiir die
Kantenwahrscheinlichkeit, die hier in Prozent angegeben ist. Beispielsweise bedeutet die Ko-
dierung G_5000_25, dass der randomisierte Graph, welcher in dieser Datei gespeichert ist,
5000 Knoten besitzt und die Kantenwahrscheinlichkeit p = 0.25 ist. In Matlab kann dieser
Graph mit dem Befehl load G_5000_25 in den Arbeitsspeicher® geladen werden.

Wir kommen nun zu den Ergebnissen der einzelnen Testlaufe. Wie bereits erwahnt, sind wir
an der Kardinalitit einer gefundenen unabhéingigen Menge und der dafiir bendtigten Zeit
interessiert. Wir beschrianken uns zunichst auf die vier ausgewéhlten Algorithmen, deren
Implementierung wir im vorangegangen Abschnitt kennengelernt haben. Die Testergebnisse

konnen der Tabelle 7.2 entnommen werden.

Greedy Min-Greedy Ramsey Clique-Removal
|I| Zeitins | [I| Zeitins | |I| Zeitins | |I| Zeitins
G_1000_10.mat 48 0.0300 | 48 0.7610 | 48 0.7110 | 49 78.4820
G_1000_25.mat 22 0.0200 | 23 0.3500 | 22 0.7210 | 22 57.1520
G_1000_50.mat 8 0.0000 | 10 0.1800 | 10 0.7610 | 12 36.3420
G_1000_75.mat 5 0.0000 | 5 0.0610 | 6 0.7710 | 7 20.1590
G_5000_10.mat || 60 0.1410 | 67  33.9190 | 60 7.3500 | 64 2994.2360
G_5000_25.mat || 25 0.0400 | 30  12.9680 | 26 7.8810 | 29  2197.5400
G_5000_50.mat 12 0.0300 | 14 6.3290 | 14 8.5030 | 14  1454.9320
G_5000_75.mat 6 0.0200 | 7 3.8560 | 8 9.2040 | 9 773.5720
G_10000_10.mat || 63 0.1710 | 67 160.9210 | 63  23.4130 | 72 16244.2980
G_10000_25.mat || 24 0.0800 | 32 61.2380 | 27 254570 | 31 12453.0160
G_10000_50.mat || 13 0.0400 | 12 30.1330 | 14  28.7520 | 15  8340.2130
G_10000_75.mat || 7  0.0300 | 7 18.2760 | 9 32.0060 | 9  4576.6510

Graph

Tabelle 7.2: Ergebnisse der implementierten Algorithmen

Die Anzahl Knoten n der untersuchten zufélligen Graphen ist dabei 1000, 5000 oder 10000
Knoten. Groflere Graphen, das heifit Graphen mit deutlich héherer Knotenanzahl als 10000,
zu testen, war aus Speicherplatzgriinden nicht moglich. Aufgrund der Laufzeiten in Tabelle
7.2, insbesondere der Spalte des Algorithmus Clique-Removal, erscheint es auch nicht sinnvoll
zu sein, grofere Graphen zu testen, da die Laufzeit im Falle von Clique-Removal dann extrem

hoch wire.

5Nach dem Laden des Graphen ist dann die Variable G_5000_25 im Workspace von Matlab verfiigbar.
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AuBerdem wurden mit p € {0.1,0.25,0.5,0.75} jeweils vier verschiedene Kantenwahrschein-

lichkeiten getestet.

Es fillt schnell auf, dass die benétigten Laufzeiten stark differieren. Wahrend der Greedy Al-
gorithmus selbst bei 10000 Knoten eine Ausgabe in einem Bruchteil einer Sekunde produsziert,
bendtigt der Algorithmus Clique-Removal fiir derartige Graphen schon einige Stunden. Dabei
ist die Laufzeit in allen Féllen abh#ingig von der Anzahl Knoten und der Kantenwahrschein-
lichkeit und damit von der Anzahl Kanten. Bei gleich bleibender Kantenwahrscheinlichkeit p
gilt, wie die Daten zeigen, dass die Laufzeit mit zunehmender Knotenanzahl ansteigt. Gleiches
gilt beim Ramsey Algorithmus auch fiir die Kantenanzahl beziehungsweise die Kantenwahr-
scheinlichkeit. Umgekehrt sieht es bei den restlichen drei Algorithmen aus. Hier nimmt die

Laufzeit zu, wenn wir p kleiner wihlen.

Bei den Greedy Algorithmen ist die Begriindung einfach, da bei hoherer Kantenwahrschein-
lichkeit in jeder Iteration mehr Knoten geloscht werden als bei geringerer Wahrscheinlichkeit
p. Dies bedeutet, dass die Knotenanzahl schneller sinkt und insgesamt weniger Iterationen
durchlaufen werden und der Greedy Algorithmus sowie der Min-Greedy Algorithmus folglich

kiirzere Laufzeiten besitzen.

Beim Algorithmus Clique-Removal liegt die Ursache ebenfalls in der Anzahl der Iterationen.
Wir vergegenwértigen uns noch einmal kurz die Vorgehensweise dieses Algorithmus. Es wird
der Ramsey Algorithmus, welcher neben einer unabhingigen Menge I auch eine Clique C
liefert, aufgerufen. Anschliefend wird die Clique C' aus dem Graphen entfernt und dieses
Vorgehen auf dem Restgraphen iteriert. Falls keine Knoten mehr vorhanden sind, terminiert
der Algorithmus und gibt die gréfite bisher gefundene unabhingige Menge aus. Die Anzahl
Iterationen ist demnach davon abhéngig, wie viele Knoten in jeder Iteration aus dem Graphen
entfernt werden. Wenn die Kantenwahrscheinlichkeit p erhoht wird, liefert der Ramsey Algo-
rithmus auch eine grofiere Clique zuriick und der Restgraph enthélt folglich weniger Knoten.

Dies erklédrt die hohere Laufzeit bei geringerer Kantenwahrscheinlichkeit.

Wir betrachten nun die Kardinalitdt der gefundenen unabhéngigen Menge bei den vier imple-
mentierten Algorithmen. Zunéchst sei bemerkt, dass es keinen Algorithmus gibt, der bei allen
getesteten Graphen den hochsten Wert geliefert hat. Da die Ergebnisse stark von den verwen-
deten Graphen abhingen, war dies auch nicht zu erwarten. Umgekehrt lieferte der Greedy
Algorithmus erwartungsgemif fast immer® die schlechteste Losung. Die dafiir verbrauchte
Zeit ist dennoch erheblich geringer als bei allen anderen Algorithmen, so dass bei praktischen
Anwendungen, bei denen die vergangene Zeit eine Rolle spielt, diese Variante bevorzugt ein-
gesetzt werden sollte. Wir werden gleich sehen, dass wir bei mehrfacher und randomisierter
Ausfiithrung des Greedy Algorithmus groflere unabhéngige Mengen erhalten kénnen. Anson-

sten kann man den Testergebnissen leicht entnehmen, dass trotz hohem Rechenaufwands, den

SEinzig bei dem Graphen G_10000_50 lieferte der Min-Greedy Algorithmus eine schlechtere Losung.
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der Algorithmus Clique-Removal benétigt, nicht immer auch beste Ergebnisse zu erwarten
sind. Zum Teil liefern andere und wesentlich schnellere Algorithmen auch gréfiere unabhén-

gige Mengen.

Wie gerade diskutiert, sind die vom Greedy Algorithmus gefundenen unabhéingigen Mengen
im Vergleich zu den Ergebnissen der anderen implementierten Algorithmen in den meisten
Fallen kleiner. Um bessere Ergebnisse zu erhalten, bietet es sich beispielsweise an, dass in
jeder Tteration ein Knoten zufillig” bestimmt wird und dieser anschlieBend der unabhingigen
Menge I hinzugefiigt wird. Zusétzlich kann diese Vorgehensweise mit einem Multistartansatz
verbunden werden, das heifit wir starten den Greedy Algorithmus einfach mehrfach und ge-
ben das beste berechnete Ergebnis aus. In den durchgefiihrten Tests lag die Anzahl bei 100
Testldufen. Gleiche Uberlegungen gelten natiirlich auch fiir den Ramsey Algorithmus, bei dem
ebenfalls 100 Testldufe durchgefiithrt wurden. Die Ergebnisse sind in der Tabelle 7.3 enthalten.

Greedy Greedy (r+m)® Ramsey Ramsey (r+m)®
Graph |I| Zeitin s | || Zeitin s | [I| Zeitin s | | Zeit in s
G_1000_10.mat 48 0.0300 | 50 0.0300 | 48 0.7110 | 52 0.7310
G_1000_25.mat 22 0.0200 | 24 0.0100 | 22 0.7210 | 23 0.7410
G_1000_50.mat 8 0.0000 | 11 0.0000 | 10 0.7610 | 12 0.7710
G_1000_75.mat ) 0.0000 7 0.0000 6 0.7710 8 0.8110
G_5000_10.mat 60 0.1410 | 65 0.1100 | 60 7.3500 | 65 7.6810
G_5000_25.mat 25 0.0400 | 30 0.0500 | 26 7.8810 | 30 8.1620
G_5000_50.mat 12 0.0300 | 14 0.0200 | 14 8.5030 | 14 8.9830
G_5000_75.mat 6 0.0200 8 0.0200 8 9.2040 9 9.6440
G_10000_10.mat || 63 0.1710 | 71 0.1900 | 63 23.4130 | 71 24.1250
G_10000_25.mat || 24 0.0800 | 32 0.0900 | 27  25.4570 | 30 26.2780
G_10000_50.mat || 13 0.0400 | 17 0.0500 | 14  28.7520 | 15 29.1420
G_10000_75.mat 7 0.0300 | 9 0.0300 | 9 32.0060 | 9 33.7790

Tabelle 7.3: Vergleich mit mehrfachgestarteten randomisierten Algorithmen

Die durchgefithrten Experimente haben gezeigt, dass wir bei mehrmaliger Ausfithrung einer
randomisierten Variante des Greedy Algorithmus beziehungsweise des Ramsey Algorithmus
bessere Ergebnisse erzielen kénnen. Die dabei auftretende Streuung der Ergebnisse war be-
sonders beim Greedy Algorithmus sehr hoch. Aufgrund der Betrachtungen in Kapitel 3 war
dies auch nicht anders zu erwarten. Natiirlich erhoht sich auch die Gesamtlaufzeit linear mit
der Anzahl der Durchldufe. Beim Greedy Algorithmus ist diese Laufzeit bei 100-maliger Aus-

fithrung aber immer noch im Bereich weniger Sekunden und darum in der Praxis einsetzbar.

"Wie dieses in Matlab realisiert werden kann, wurde bereits in Abschnitt 7.1.2 diskutiert.
8Die Abkiirzung (r4+m) bedeutet, dass eine randomisierte Variante mehrfach (100 mal) gestartet wurde. Ein

Eintrag in dieser Spalte ist die Kardinalitdt der grofiten gefundenen unabhéngigen Menge.
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Zu guter Letzt wurde noch die ¥(G)-Zahl (vgl. Kapitel 5) einiger Graphen berechnet. Fiir diese
Berechnung wurde die Funktion thetaproblem des Softwarepakets SDPT3 in der Version 3.02
verwendet. Diese Funktion liefert neben einigen anderen Parametern die ¥(G)-Zahl eines Gra-
phen G = (V| E), der durch eine Adjazenzmatrix gegeben ist, zuriick. Wegen der Komplexitit
der semidefiniten Programme und des zur Berechnung bené6tigten hohen Speicherbedarfs wur-
den nur Graphen G = (V, E) mit |V| = n < 100 getestet. Neben der Berechung der ¥(G)-Zahl
wurden auch unabhéngige Mengen mit Hilfe der implementierten Algorithmen berechnet und
verglichen. Aufgrund von (5.4) konnte damit bei einigen Graphen die Unabhéngigkeitszahl

a(@) exakt berechnet werden. Die genauen Ergebnisse befinden sich in Tabelle 7.4.

Greedy | Min- | Ramsey | Clique-
Graph (r+m)? | Greedy | (r+m)? | Removal &) (@)
G_10_10.mat 8 8 8 8 8.0000 8
G_10_25.mat 6 6 6 6 6.0000 6
G_10_50.mat 4 4 4 4 4.0000 4
G_10_75.mat 4 4 4 4 4.0000 4
G_20_10.mat 14 13 14 13 14.0000 14
G_20_25.mat 9 9 9 8 9.0000 9
G_20_50.mat 5 4 5 4 5.0577
G_20_75.mat 3 3 3 3 3.2823
G_50_10.mat 18 19 19 18 20.3332 | € {19,...,20}
G_50_25.mat 11 11 12 10 12.7272 12
G_50_50.mat 7 7 7 6 7.5500
G_50_75.mat 4 5 5 4 5.0000
G_100_10.mat 28 26 28 25 33.1137 | € {28,...,33}
G_100_25.mat 15 12 15 13 19.1228 | € {15,...,19}
G_100_50.mat 8 8 8 7 10.1930 € {8,10}
G_100_75.mat 5 5 5 5 5.7165 5

Tabelle 7.4: Vergleich der Ergebnisse ausgewihlter Algorithmen mit der ¥(G)-Zahl

Bei kleinen Graphen, das heifit bis etwa 50 Knoten, lagen die berechneten Ergebnisse sehr
dicht an der ¥-Zahl des jeweiligen Graphen. Dies bedeutet, dass die Unabhéngigkeitszahl «
dieser Graphen in den meisten Féllen exakt bestimmt werden konnte. Die besten Ergebnisse
lieferte dabei der randomisierte Ramsey Algorithmus, wobei 100 Durchléufe durchgefiihrt
wurden und die grofite gefundene unabhéngige Menge ausgeben wurde. Jedoch auch alle

anderen getesteten Algorithmen lieferten gute Ergebnisse.

9Die Abkiirzung (r+m) bedeutet, dass eine randomisierte Variante mehrfach (100 mal) gestartet wurde.
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A EIN KURZER EINBLICK IN DIE
KOMPLEXITATSTHEORIE

Eines der grundlegendsten Konzepte der Komplexitédtstheorie und der Theorie der Berechen-
barkeit ist das Modell der Turingmaschine. Zur Definition der Komplexititsklasse NP wur-
de in Kapitel 2 bereits von der Idee der nichtdeterministischen Turingmaschine Gebrauch
gemacht. Hier soll das Turingmaschinenmodell etwas genauer beschrieben werden. Wir be-
schrinken uns zunéchst auf deterministische Turingmaschinen. Dabei handelt es sich um eine
Rechenmaschine, die aus einem Eingabeband unbegrenzter Linge, einem Lese- und Schreib-
kopf und einer Kontrolleinheit mit endlich vielen, akzeptierenden und nicht akzeptierenden
Zustanden besteht. Das Eingabeband ist dabei in einzelne Felder beziehungsweise Zellen, die

ein Zeichen des Bandalphabetes enthalten, aufgeteilt.

Kontrolleinheit mit endlich
vielen Zustinden

Lese- und Schreibkopf

2 -1 0 1 2 3
Abbildung A.1: Schematischer Aufbau einer Turingmaschine

In einem Rechenschritt wird das Zeichen auf dem Eingabeband an der Position des Lese- und
Schreibkopfes gelesen und unter Beriicksichtigung des aktuellen Zustands durch ein mittels
einer Zustandsiiberfithrungsfunktion eindeutig festgelegtes Zeichen des Bandalphabets iiber-
schrieben. Die Zustandsiiberfithrungsfunktion definiert dariiber hinaus einen Folgezustand
und eine mogliche Bewegung des Lese- und Schreibkopfes um ein Feld nach links oder rechts.
Im Unterschied zur deterministischen Turingmaschine handelt es sich bei der nichtdetermi-
nistischen Turingmaschine um eine Zustandsiiberfiihrungsrelation. Dies bedeutet, dass eine
bestimmte Konfiguration! der nichtdeterministischen Turingmaschine mehrere Folgekonfigu-

rationen zulésst. Eine genauere Charakterisierung wird in [33, 43, 44| gegeben.

!Eine Konfiguration ist durch Bandinhalt, Kopfposition und Zustand der Turingmaschine bestimmt.
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Von grundlegender Bedeutung ist die Tatsache, dass das Modell der deterministischen Tu-
ringmaschine auf heutige Rechner iibertragbar ist. Das heifit, dass unter der Annahme der
Existenz eines in der Laufzeit polynomiell beschréinkten Turingmaschinenprogramms fiir ein
Problem gleichzeitig auch ein polynomiell beschranktes Programm zur Losung dieses Pro-

blems auf einem realen Rechner existieren muss.

Aufbauend auf dem Modell der deterministischen Turingmaschine wird die sogenannte poly-
nomielle Reduzierbarkeit von Sprachen definiert. Eine Sprache £ C ¥* entspricht dabei einer
Menge von Zeichenketten beziehungsweise Wortern w € 3* iiber einem beliebigen endlichen

Alphabet X [43, 44].

Definition A.1 (polynomiell reduzierbar) Es seien L1 und Lo Sprachen iber %1 und
9. Dann heifst L1 polynomiell reduzierbar auf Lo, wenn es eine von einer deterministischen
Turingmaschine in polynomieller Zeit berechenbare Funktion f:¥7 — X5 gibt, so dass fir
alle Worte w € X7 gilt:

we L] <= f(w) € Ly.

Man schreibt in diesem Fall L1 <, Lo.

Bereits in Kapitel 2 haben wir die Komplexitétsklasse NP definiert (vgl. Definition 2.6).

Definition A.2 (NP-hart) FEine Sprache L heifit N'P-hart, wenn fiir alle L' € N'P gilt:
L'<,C.

Eine besondere Stellung nimmt nun das Problem SATISFIABILITY ein, das wie folgt definiert

ist.

Definition A.3 (Problem Satisfiability) Gegeben seien m Klauseln Cy,...,Cp, tber n
Literalen x1, ..., x,, wobei wir unter einer Klausel eine Disjunktion endlich vieler Literale x;
oder deren Negation T; verstehen. Bei dem Problem SATISFIABILITY wird gefragt, ob es eine
Belegung der Literale mit den Wahrheitswerten true oder false beziehungsweise den Werten
1 oder 0 gibt, so dass alle Klauseln erfillt sind, das heifst, in jeder Klausel gibt es mindestens
ein Literal, die den Wert 1 erhdlt.

Anfang der 70er Jahre gelang es Cook [8] fiir das Problem SATISFIABILITY (SAT) [33, 43, 44]
die Eigenschaft AN"P-hart nachzuweisen?, das heifit, es gilt £ <, SAT fiir alle £ € N'P. Um fiir
ein Problem II zu zeigen, dass es N'P-hart ist, geniigt es nun, das Problem SAT polynomiell

auf II zu reduzieren, da die polynomielle Reduktion transitiv ist [44, Lemma 3.3.4].

Die folgenden drei Varianten des Problems INDEPENDENT SET sind paarweise polynomiell

aufeinander reduzierbar [33, 44]:

2Die Idee von Cook war dabei, dass jeder mdogliche Zustand, genauer jede mogliche Konfiguration, einer

Turingsmaschine fiir eine beliebige Sprache £ € NP in eine Reihe von Klauseln kodiert wird.
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Variante 1: Gegeben sei ein Graph G = (V, E) und eine Konstante k € IN. Gefragt ist, ob es
in G eine unabhéngige Menge der Grofle k gibt.

Variante 2: Gegeben sei ein Graph G = (V, E'). Gesucht ist die Kardinalitét einer maximalen
unabhéngigen Menge in G.

Variante 3: Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Gesucht ist eine unabhiingige Menge maxi-

maler Kardinalitat in G.

Es geniigt daher die N'P-Hérte von INDEPENDENT SET exemplarisch fiir eine dieser drei

Varianten nachzuweisen. Im folgenden zeigen wir, dass Variante 1 N'P-hart ist.

Satz A.4 Das Problem INDEPENDENT SET ist N'P-hart.

Beweis: Wir reduzieren das Problem SAT polynomiell auf das Problem INDEPENDENT SET,
das heiflt, wir zeigen SAT <, INDEPENDENT SET.

Es seien C1, ..., C,, die Klauseln der Eingabe einer SAT-Instanz iiber den Literalen x1, ..., z,
sowie deren Komplementvariablen 77, ..., T,. Wir konstruieren nun daraus in Polynomialzeit
eine Instanz fiir INDEPENDENT SET, das heif}t, wir bilden einen Graphen G = (V, E) und
eine Konstante £ € IN. Fir jede Klausel C;, ¢ = 1,...,m, bilden wir einen vollstdndigen
Graphen, wobei die Anzahl Knoten abhéngig von der Anzahl der Literale einer Klausel ist.
Falls eine Klausel C;, i = 1,...,m, [ viele Literale enthilt, dann bilden wir den vollstindigen
Graphen K; auf [ Knoten. Jeder Knoten eines vollstéandigen Graphen, die wir im Folgenden
nur noch Komponenten nennen, reprisentiert somit ein Literal in der dazugehorigen Klau-
sel. Die einzelnen Komponenten verbinden wir nun wie folgt: Wir verbinden zwei Knoten v
und w unterschiedlicher Komponenten genau dann, wenn die dazugehorigen Literale gerade
gegenseitig dem Komplement entsprechen, das heif3t, repriasentiert der Knoten v das Literal
zj, j = 1,...,n, dann fiigen wir eine Kante zwischen v und w ein, wenn der Knoten w das
Literal =;, j = 1,...,n représentiert. Den Parameter k € IN setzen wir auf m. Offensicht-
lich ist diese Transformation in Polynomialzeit durchfithrbar und demzufolge auch von einer

deterministischen Turingmaschine in Polynomialzeit berechenbar.

Wir zeigen nun die folgende Aquivalenz: Die Klauseln C1, . .., C), sind genau dann gleichzeitig
erfiillbar, wenn es in GG, dessen Konstruktion gerade beschrieben wurde, eine unabhéngige
Menge der Groflie k := m gibt.

,=—=": Es sei eine Belegung der Literale x1,...,x, mit den Wahrheitswerten true oder false
beziehungsweise 1 oder 0 gegeben, so dass in jeder Klausel mindestens ein Literal den Wert
1 hat. Wir wéhlen aus jeder Klausel ein solches Literal mit dem Wert 1, also insgesamt m
Literale. Die diesen Literalen entsprechenden Knoten im Graphen G bilden offensichtlich eine
unabhéngige Menge der Gréfle K = m, da nach obiger Konstruktion nur Literale x; und 7,
1 =1,...,n, unterschiedlicher Komponenten verbunden werden. Der Wert 1 ist jedoch nur fiir

genau eines der beiden Literale moglich, damit eine zuléssige Belegung der x4, . . ., x,, vorliegt.
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»,<—=": Es sei I eine unabhingige Menge der Grofle |I| = k. Offensichtlich kann nach obiger
Konstruktion aus jeder Komponente nur ein Knoten in I enthalten sein. Da es genau k = m
Komponenten gibt, enthélt jede Komponente genau einen Knoten der unabhingigen Menge
I. Wir konstruieren aus I nun eine zuléssige Belegung der Literale x4, ..., z,, indem die den
Knoten aus I entsprechenden Literale den Wert 1 bekommen. Da dabei nach Konstruktion
des Graphen G kein z; und z;, ¢ = 1,...,n, den Wert 1 gleichzeitig erhalt, ist die Belegung
zuléissig. Die Belegung der restlichen Literale ist dabei egal, vorausgesetzt sie erfolgt zuléssig.
Wir haben damit eine Belegung der Literale gefunden, die alle Klauseln gleichzeitig erfiillt,
da in jeder Klausel mindestens eine, ndmlich die dem Knoten aus I entsprechenden, Literale
den Wahrheitswert true besitzt. O

Weitere Probleme, die wir in dieser Diplomarbeit erwéhnen, werden wir nun definieren. Diese
Probleme sind ebenfalls als NP-hart bekannt [12], einen Beweis werden wir an dieser Stelle

jedoch nicht fithren.

Definition A.5 (Problem Coloring, chromatische Zahl x(G)) Gegeben sei ein Graph
G = (V,E). FEine zuldssige Firbung des Graphen G ist eine Abbildung f:V — C, die je-
dem Knoten v € V ein Element aus C beziehungsweise eine ,Farbe“ zuordnet, so dass alle
Kanten {v,w} € E die Bedingung f(v) # f(w) erfillen, das heifit, adjazente Knoten sind
unterschiedlich gefdrbt. Bei dem Problem COLORING ist die minimale Anzahl Farben einer
zuldssigen Féarbung des Graphen G gesucht, die als chromatische Zahl x(G) bezeichnet wird.

Definition A.6 (Problem Clique Cover, Cliqueniiberdeckungszahl X(G)) Gegeben sei
ein Graph G = (V, E). Eine knotendisjunkte Partitionierung V. = C1U...UC,, der Knoten-
menge heifit Cliqueniiberdeckung des Graphen G, wenn der auf C;, i = 1,...,m, induzierte
Untergraph von G eine Clique ist. Bei dem Problem CLIQUE COVER ist die minimale Anzahl
Cliquen einer solchen Cliqueniiberdeckung des Graphen G gesucht und wird als Cliquenitiber-

deckungszahl X(G) bezeichnet.
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Soft-Version der GroB-,Q“Notation, Q(n) entspricht Q(n/poly(logn))
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