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Es seien R = k[X7, ..., X,,] ein Polynomring (k ein Korper), und > eine monomiale Ordnung
auf R

Aufgabe 1

Der Ring k[Xi!,..., X2!] der Laurent-Polynome ist definiert als die Menge aller forma-

len (endlichen) Summen ) ,m co X, co € k (fiir fast alle o ist ¢, = 0), wobei Additi-
on und Multiplikation defininiert sind wie im Polynomring, d.h. ) ¢, X* + > do X* =
Yoo+ do)X* und Y o X* - Y 5dpXP = Do e X  mit e = 30 5 codg. (Z.B. st
f = X?Y 3+ X~ ein Laurent-Polynom).

Durch die Abbildung k — k[X™,..., X!, die jedem ¢ € k das konstante Laurent Po-
lynom ¢X° zuordnet, wird k[X7", ..., X'] zu einer k-Algebra. Zeigen Sie, dass folgende
k-Algebrenhomomorphismen bijektiv sind. Zeigen Sie insbesondere: Zu jedem Monom X7,
(B €Z™) gibt esa € N" und e € N (bzw. ey,..., e, € N) mit ¥(t*X* mod I) = X? (bzw.
(- tem X mod J) = XP).

Q) o ¢ kX1, X, t]/T — kX XEY Xymod I — X; (i = 1,...,m) und
t mod I — X;'--- X! wobei I dasvon tX; - -- X,,—1im Polynomring k[ X1, ..., X,,, t]
erzeugte Ideal ist.

(ii) x : kX1, Xyt oo oo t) /T — E[XTY 0, XEY, X mod J — X, t; mod J — X7
(t=1,...,m), wobei J das von t; X7 — 1,...,t, X, — 1 in k[Xq, ..., Xy, t1, .o b
erzeugte Ideal ist.

Aufgabe 2

Sei k[ X, ..., X£!] der Ring der Laurent-Polynome (vgl. Aufgabe 1), und seien A = (a;;) €
M(mxn,Z), b= (b;) € Z™. Wir suchen nach Losungen o € N der linearen Diophantischen
Gleichung Ao = b. Bisher (vgl. A3, Blatt 3) mussten die Koeffizienten von A und b auf
nicht-negative ganze Zahlen beschrinkt werden. In dieser Aufgabe soll nun gezeigt werden,
wie der allgemeine Fall gelost werden kann.

(i) Definiere einen Homomorphismus ¢ : k[Y1,...,Y,] — k[X1, ..., X, t] wie folgt: Wéhle
(nach A1(i)) e; € Nund aj; € N mit ¢ (% ], X, mod I) = [[, X (¢ wie in A1(i))



(i)

(iii)

(v)

und setze o(Y;) =t [], X?;j (j =1,...,n). Wihle zudem e € N und o' = (b;) € N™
mit ¢ (t*X* mod I) = X°. Dann gilt fiir ein o € N

Aa=1b — e(Y) = t°XY mod I, (dh. p(Y) —t<X" € 1)
mit [ = (tX1 -+ Xpn — 1) C K[X1s .., Xon, 1].
Seien ¢ : k[Y1,...,Y,] — k[Xy, ..., X;n, t] der Homomorphismus, I C k[Xq,..., X, 1]

das Ideal aus (i) und f; = ¢(Y;), (j = 1,...,n). Sei > eine monomiale Ordnung auf
M(Xy, ..., X, t, Y7, ..., Y,), so dass jedes Monom, welches mindestens ein X; oder ¢
enthélt grofer ist, als jedes Monom in Yy, ...,Y,. Sei G eine Grobner Basis des Ideals

J= (X1 X —1,Y1— frre o Yo — fo) vor kX1, ..., X, £, Vi, ..., Y] bzgl. >, und
sei f€k[Xy,..., X, t] CE[Xy,..., X, t,Y1,...,Y,]. Zeigen Sie:

JgeklYr,...,Y,] mit o(g) = f mod [ <= TG € k[Yy, ..., Y]
Ist dies der Fall, so gilt ¢(g) = f mod I mit g = TG.
Mit den Bezeichnungen aus (i) und (ii) gilt nun:
Aa = b hat eine Losung a € N* <— ngcek[Yl,...,Yn] mit f = ¢° X"
Ist dies der Fall, so ist g = ?G von der Form g = Y%, und « ist eine Losung.

Es gelten die Bezeichnungen von (i) und (ii). Sei f(o) = ), cio; die lineare Ab-
bildung definiert durch (¢q,...,¢,) € N". Es sei > eine monomiale Ordnung auf
M(Xy,..., X, t,Y1,...,Y,) wie in (ii) mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass fiir alle
o, € N* mit p(Y?) = ¢(Y?) mod I und £(a) > £(3) gilt: Y > YP. Zeigen Sie: Ist
G eine Grobner Basis von J bzgl. > und g = TG € klYy,..., Y, mit f=t°X" soist
a = multideg(g) eine Losung von Aa = b, die ¢ minimiert.

Finde eine Losung o = (a, . .., a4) € N* von

3o — 209 + a3 = —1

40(1"‘0[2—0(3—0{4:5

die ¢(a) = a; + 1000cs + a3 + 100y minimiert.

Aufgabe 3
Sei 0 # U ein R-Untermodul von R?, und sei V' = spanzLT(U)(= spanzLM(U)). Zeigen Sie:

()
(i)

LM(U) = LM(V).

Die Abbildung span, By — R? J/V, 7 +— 7 mod V ist ein Isomorphismus von k-Vektor-
rdumen. (By = {M : M ¢ LM(U)}).



