2 String- und Pattern-Matching

2.1 Definitionen und Notationen
Wir fuhren zuichst eine Reihe notwendiger Begriffe ein:

e Ein Alphabet® ist eine endliche Menge von Symbolen (Buchstabgn)bezeichnet die Kardi-
nalitat vonX..

e Ein Wort (String, Zeichenkettey tiber einem Alphabet ist eine endliche Folge von Symbolen
ausy. |s| bezeichnet dikangevons, d.h. fir s = sys5...s, € X" ist|s| = n.

e ¢ bezeichnet dateere Wort d.h.|¢| = 0.

e Fr ein Alphabet: und einn > 0 bezeichneE" die Menge aller WortéberY: der Langen. X°
ist definiert als{¢}.

e Fir ein Alphabet bezeichneE* = U,», X" die Menge aller Wortéber: undX* = (J,5, X"
die Menge aller Worte aul3er

e Wennzx undy Worter sind, dann bezeichney die Konkatenatiorvon z undy.

Definition 2.1 Es seis = s; ... s,, ein WortuberX.

1. EinWorts’ € ¥* der Langem heil3tTeilwortvons, falls es ein > 1 gibt mits;s; 1 ... Sitm-1 =

s’

2. Ein Worts’ € ¥* der Langem heil3tPrafix vons, falls s’ = sss. .. spp,.
3. Ein Worts’ € ¥* der Langem heil3tSuffix vons, falls s’ = s, 4180—m42 - - - Sn-

Das exakte String-Matching Problem gibt es in zwei Varianten. Gegeben die Wavie Such-
wort) undt (wie Text),

1. bestimme, oly ein Teilwort vont ist, oder
2. bestimme die Menge aller Positionen, an denént auftritt.

Wir werden haupt&chlich an der Variante (2) interessiert seifir Ben Rest des Kapitels werden wir
annehmen, dags| < |¢| ist, da sonsk trivialerweise nicht int vorkommen kann.

2.2 Ein naiver Algorithmus

Betrachte den Algorithmus in Abb. 1. Die while-Schleife des Algorithmus hat offensichtlich einen
Zeitaufwand vorO(m), so dass wir den folgenden Satz erhalten:

Satz 2.2 Der naive Algorithmusdst die exakte Suche in ZéKn - m) und (zuétzlichem) PlatD(1).

Der Platz ist zwar optimal, aber es stellt sichimhth die Frage, ob wir eine bessere Zeit erre-
ichen Kdnnen. Hieriir gibt es verschiedene Aatze. Wir betrachten zé@chst einen randomisierten,
auf Hashing basierenden Ansatz und dann zwei deterministischitzsnglie durch ein geeignetes
Preprocessing des Suchwortes die Suche deutlich beschleumigeark

1



Algorithmus SimpleMatching:
FORi:=1TOn —m+1DO
j=1
WHILE j < m AND s[j] = t[i + j — 1]
ji=7+1
IF j > m THEN gibi aus

Figure 1: Ein naiver Algorithmudi die exakte Suche.

2.3 Karp-Rabin Algorithmus

Betrachte ein beliebiges Alphalbetder Gbl3eq — 1. Seif : ¥* — U die Arithmetisierung der Worte
ubery = {ci, ..., c,—1} mit der Eigenschaft, dass

o fle)=
o f(¢;) =ifuralleie {1,...,¢— 1} und
o f(w)=3", f(w)-q furalle Wortew = w,,_1 ... wywo Mit |w| > 2.

Mit dieser Regel gibt esif jedesr € IN hochstens ein Worb € ¥* mit f(w) =

Fur ein exaktes Sting-Matching Problem mit Suchwerind Text: wahlen wir zurchst eine
Primzahlp > |X| + 1 und berechneriif die Hashfunktiorh(z) = = mod p den Werth(f(s)). In der
naiven Variante des Rabin-Karp Algorithmus berechnen wir augtit, ...t,)), h(f(ta. .. tms1)),

oy h(f(tn—my1 - - - tn)) und Wirden jeden dieser Hashwerte nhl(tf( )) vergleichen. Er jedesi mit

h(f(s)) = h(f(t:.. . tiym—1)) Uberpiifen wir zusitzlich, obs = t;...¢;;,,1 ist, und wenn ja, dann
geben wiri aus. Diese extr@lberpiifung ist notwendig, da(f(s)) = h(f( ... tivm-1)) Sein kann,
obwohls # (t;...t;1m—1) ist. Allerdings ware dann der Karp-Rabin Algorithmus nicht effizienter
als der naive Algorlthmus oben. Um eine deutliche Laufzeitverbesserung zu erzigheen fwir
eine wesentlich effizientere Berechnung der Hashwerte h(f(¢; ... t;+m—1)) Nach dem bekannten
Horner-Schema durch. Dazu Zgchst ein Beispiel.

Seieny, s undt so gevahlt, dasgX| = 9, f(s) = 15926 und f(t) = 3141592653589793 ist. Sei
g = 10 undh(z) = z mod 97. So gilt fur die ersten Teilfolgen derdnge 5 ir¢:

o y1 = h(31415) = 84
= h(14159) = 94
(

h(41592) = 76

Um y,;; ausy; berechnen zudnnen, stellen wir zuichst fest, dass)000 mod 97 = 9 ist. Daraus
folgt:

14159 = (31415 — 30000) - 10 + 9
= (84—3-9)-10+9 (mod 97)

579 =94  (mod 97)



und

41592 = (14159 — 10000) - 10 + 2
= (94—1-9)+2 (mod 97)
76 (mod 97)

Allgemein gilt fur 2(z) = 2 mod p undd = ¢/*=!* mod p, dass
Yirr = (Wi — f(ti) - d) - g + f(tim) (mod p)

furalle: € {1,...,n — m}, was nur einen konstanten Zeitaufwand erfordert. Damit ergibt sich der
Algorithmus in Abbildung 2.

Algorithmus Karp-Rabin:
/ wahle ein geeignetes(wird unten genauer spezifiziert)
q:= X+ 1m:=|s;n:=t;
x:=0; [Mfor f(s) modp
y:=0; [lfar f(t;...t,) modp
d:=1; [furg=' mod p
FORi:=1TOm — 1 DO

d = q-dmod p;
FORi:=1TOm DO

x:=q-x+ f(s[i]) mod p;

y = q-y+ f(¢[i]) mod p;
FORi:=1TOn—m+1DO

IF z =y THEN

IFs=(t...t;xm—1) THEN gibi aus
IFi <n—-—mTHEN
y = (y— f(t[i]) - d) - g + f(t[i + m]) mod p

Figure 2: Der Karp-Rabin Algorithmus.

Obwohl die Berechnung der Hashwerte nun effizient ist, kann es bei einer schlechten Wahl von
s, t und p zu sehr vielen Situationen kommen, in dengrf(s)) = h(f(t; ... tirm-1)) iSt, obwohl
s # (t;...tizm—1) ist, d.h. wir haben eifialsches MatchingDas Ziel ist es alsqy geriigend klein
zu wahlen, dass die Arithmetik effizient ist, aber auchiggend grol3, dass die Wahrscheinlichkeit
eines falschen Matchings g@gend klein ist. Hierzu iilssen wir einige Eigenschaften von Primzahlen
ausriitzen. Einige dieser Eigenschaften geben wir ohne Beweis an.

Definition 2.3 Fur eine natirliche Zahlu sein(u) die Anzahl der Primzahlen kleiner gleich
Lemma 2.4 (Primzahltheorem) Flr v > 29 gilt 0,922 < m(u) <1, 105"

Lemma 2.5 Fur v > 29 ist das Produkt aller Primzahlen, die kleiner gleigtsind, gibRer als2".



Korollar 2.6 Falls v > 29 und z eine Zahl kleiner gleictz" ist, dann hatz weniger alsrt(u) ver-
schiedene Primteiler.

Beweis. Angenommeng habek > 7(u) verschiedene Primteilef, ¢o, . . ., ¢x. Dann ist2* > z >
G1-G2 ... qi. Aberqg; - ¢z - ... g ist mindestens so grol3 wie das Produkt der erstBrimzahlen,
was gbRer ist als das Produkt der erstefu) Primzahlen (da j& > n(u)). Das fihrt aber aufgrund
Lemma 2.5 zu einem Widerspruch. O

Damit sind wir in der Lage, die folgende Aussage zu beweisen.

Lemma 2.7 Seiens undt Worter mitn-m > 29, wobeim = |s| undn = |¢| (|«| sei hier die lange der
Binarkodierung vonr). SeiP eine beliebige néirliche Zahl. Fallsp eine zuéllige Primzahl kleiner
gleich P ist, dann ist die Wahrscheinlichkeit eines falschen Matchings zwisched einer Position
in t hochstensr(n - m) /7 (P).

Beweis. Sei R die Menge der Positionen if) in denens nicht beginnt. Fr jedesi € R gilt also
f(s) # f(ti...tizm-1). Betrachte nun das Produktcr|f(s) — f(ti...titm—1)|. Dieses Produkt
kann tochsten2™™ sein, da @ir jedesi gilt |f(s) — f(t; ... tizm—1)| < 2™ (unter der Annahme, dass
s und ¢ binar kodiert sind). Damit ergibt sich aus Korollar 2.6, daksg|f(s) — f(ti.. . titm—1)]
hochstensr(n - m) verschiedene Primteiler hat.

Betrachte nun ein falsches Matching zwischeand ¢ an Position: in t. Das bedeutet, dass
f(s)mod p = f(t;...tiym—1) mod pistund dahep |f(s) — f(t; ... tim—1)| teilt. Also teilt p auch
Wicr|f(s) — f(ti.. . tixm—1)|, d.h. pist einer der Primteiler dieses Produkts. Fallgin falsches
Matching zuéisst, dann mugseiner von lochstensr(n - m) vielen Primteilern sein. Da abgrzufallig
aus der Menge (P) ausgevithlt wird, ist die Wahrscheinlichkeit, dag®in falsches Matching zasst,
hochstensr(n - m)/m(P). 0

Mit dieser Aussagednnen wir die erwartete Laufzeit des Karp-Rabin Algorithmus abizemn.n
undm sind wie oben ge@ahlt.

Satz 2.8 Seiens und¢ Worter mitn - m > 29 und P = n - m?. Falls s k-mal int vorkommt, dann ist
die erwartete Laufzeit des Karp-Rabin Algorithmg: + & - m).

Beweis. Sei R die Menge der Positionen if) in denens nicht beginnt. Fr jede Position € R
definieren wir eine biare ZufallsvariableX;, die 1 ist genau dann, wenn ein falsches Matching an der
Position: stattfindet. Von Lemma 2.7 und Lemma 2.4 wissen wir, dass

(n-m) < 1,105nm/ In(nm) < 1,2 Inn+2lnm <

U 2
E[X,] < mnEemmo 2
Xi] < 7(P) — 0,922nm?/Iln(nm?) = m Inn+lnm — m

Daraus folgt aufgrund der Lineaditdes Erwartungswerts, dass

Blx) = ) < 20

ieR m

Da fur jedes falsche Matching eine Zeit var{m) gebraucht wird und sonst nur eine Zeit von1),
ergibt sich eine erwartete Gesamtlaufzeit VO({R|) = O(n) fur die Positionen ink. Fur die k
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Positionen, in denerin ¢t vorkommt, haben wir eine Laufzeit von insgesantt - m). Daraus ergibt
sich der Satz. O

Sind wir also nur daran interessiert, das erste Vorkommensvan: (also die erste Variante des
exakten Sting-Matching Problems) zu finden, haben wir eine erwartete Laufzeit(von

2.4 Knuth-Morris-Pratt Algorithmus

Das Prinzip hinter dem Knuth-Morris-Pratt Algorithmus ist denkbar einfach. Angenommen, wir be-
nutzen den naiven Vergleichsalgorithmus und wir haben bis PogigonMatching zwischer undt
festgestellt, aber in Positian- 1 sind s undt verschieden. Danndanen wir zur minimalen Position
j > lubergehen,sodass, ...s;,_;+2) = (¢;...t+1) ist, und machen dort weiter mit der Suche eines
Matchings. Positionen zwischenundt;_; brauchen wir nicht mehr zu betrachten, dadiese nach
der Definition von; schon kein Matching mehr zu erzielen ist. Ein schnelles Preprocessiniete
Regel zu entwerfen ist allerdings nicht ganz einfach. Daher werden wir uns damit zufrieden geben, zur
minimalen Positiory Uber zu gehen, so dass, ...s;_j11) = (s;...s;) = (t;...t;) ist. Kann man
diese Position in konstanter Zeit bestimmen, so werden wir sehen, dass mart datiin) Zeit nach
allen Vorkommen vor durchlaufen kann. Um die Positiongreffektiv zu bestimmen, bétigen wir
zurachst ein geeignetes Preprocessing &on

Ziel des Preprocessings vernst es, fir jede Position in s das minimalej > 1 zu finden, so dass
(s1...8i—j41) = (sj...s;) ist. Falls es kein solchesgibt, setzen wir es auf+ 1. Wir bezeichnen
dieses minimalg mit d;. Dann gilt das folgende Lemmamn(sei die Lange vors.)

Lemma 2.9 Fir jedesi € {1,...,m — 1} gilt d; < d;.

Beweis. Betrachte ein beliebigesund seid; wie oben definiert. Dann gibt es keln< j < d; mit
(s1...8i—j41) = (8;...s;) und damit auch keitt < j < d; mit (s1...8;_j+2) = (s;...S;+1), woraus
folgt, dassd; < d;,; sein muss. a

Lemma 2.10 Fur jedesi € {1,...,m — 1} mit (s1...541)-d41) 7 (Sq, - - - Sip1) Qilt iy > d; +
dit1-q, — 1,undd;; = d; + dip1—q, — 1 gENAU dann, Wenky; 1y_q,+1 = S(i+1)—(di+d(i1)—a, —1)+1-

Beweis. Wenn(s; ... s(11)-d,41) 7# (84, - - - 5i+1), SO muss nach der Definition veh gelten, dass
(81 Si—d+1) = (84, - --si) und s(iy1)—q,41 7 Si+1. Die Frage ist dann, um wieviel wif;, groRRer
als d; wahlen niissen, bis wir dasachstemal die Nglichkeit haben, das&s ... si11)-d,,,41) =
(Sdsyy - - - Si41) ist. Dawir wissen, das; . .. s;_q4,+1) = (sq, - - - 5;) ist, ist der rachste Kandidat daf
das minimalg/ > 1 mit (s1...Su—g+1)—j+1) = (S - - . Si—a,+1). Diesesj ist gleichd;_q, ;1. Also muss
diy1 > di + (dig1-q, — 1) s€in, undd; 11 = d; + (diy1-q, — 1) WENNS(;41)_q,41 = S ISt Mit

k=[(i—di+1)—di—gyr + 1] +1=(+1) = (di + diis1y)-a, — 1) +1
0

Wir sind damit soweit, dié;-Werte zu berechnen. Dazu betrachten wir Abb. 3. Die Korrektheit des
Algorithmus ergibt sich aus den Lemmas oben. Die Laufzeit des Algorithmus ist wie folgt Bakthr

Satz 2.11 Die Laufzeit des KMP-Preprocessing 3tm).

5



Algorithmus KMP-Preprocessing:
d[0] :=2; d[1] :=2
j:=2 [/ fur Berechnung ded;-Werte
FORi :=2TOm DO
WHILE j < i AND s[i] # s[i — j + 1] DO
ji=j+di—j—1
dli] :==j

Figure 3: Der Algorithmus zur Berechnung dgf\Werte.

Beweis. Da alled; > 2 sind, wird fur jede eriilite WHILE-Bedingung; erhoht. Da diese Bedingung
nicht mehr erillt werden kann, sobalg > m ist, kann die WHILE-Bedingung alsodkhstensn-
mal erfillt sein. Desweiteren wird die FOR-Schleife: — 1)-mal durchlaufen, so dass sich eine
Gesamtlaufzeit vo (m) ergibt. 0

Knuth-Morris-Pratt Algorithmus:
fuhre KMP-Preprocessing durch
i:=1 [l aktuelle Position irt
j:=1 [l aktuelle Anfangsposition vonin ¢
WHILE : < n DO
IF 7 <iAND t[i] # s[i — j + 1] THEN
ji=j+dli—j]—1

ELSE
IFi—7+1=mTHEN
gib 5 aus
ji=j+dm]—1
1:=1+1

Figure 4: Der Knuth-Morris-Pratt Algorithmus.

Als nachstes stellen wir den Knuth-Morris-Pratt Algorithmus in Abb. 4 vor. Die Korrektheit des
Knuth-Morris-Pratt Algorithmus folgt aus der Korrektheit des KMP-Preprocessing. Es reicht also, die
Laufzeit zu bestimmen.

Satz 2.12 Die Laufzeit des Knuth-Morris-Pratt Algorithmus iS{n).

Beweis. In jedem Schleifendurchlauf wird entwedender; (oder beide) erbht. Dai nach oben hin
durchn beschankt ist und nur noch ernbht wird, sobaldj > n ist, folgt der Satz. O

Man kann den Knuth-Morris-Pratt Algorithmus durch verschiedene Tricks weiter verbessern. So
kann man in das Vorartsspringen einbeziehen, dass wir eigentlich zum minimalébergehen
konnten mit(sy...s;—j11) = (sj...s) und s;_j 1o # s;+1 (weil wir fur s;;; ein Mismatch int
hatten). Oder wir &nnten darauf testen, ob ein Symbgaliberhaupt ins vorkommt. Wenn nicht, kann
man gleichj undi auf: + 1 setzen.



2.5 Boyer-Moore Algorithmus

Der Boyer-Moore Algorithmus kann als eine verbesserte Variante eines naiven String-Matching Al-
gorithmus angesehen werden, in demit einer Teilfolge int von rechts nach linkverglichen wird.
Siehe dazu auch Abb. 5.

Naiver Boyer-Moore Algorithmus:

1:=1

WHILE i <n —m+1DO
Jji=m
WHILE j > 1 AND s[j] = t[i + j — 1] DO

Ji=7-1

IF j =0THEN gibj aus
1:=14+1

Figure 5: Naives String-Matching von rechts nach links.

Der Boyer-Moore Algorithmus basiert auf der folgenddimerlegung:

e Trittim naiven Boyer-Moore Algorithmus an Steljeein Mismatch auf und komnds; . ... s,,)
nicht ein weiteres mal in als Teilwort vor, so kanr gleich umm Stellen nach rechts verschoben
werden.

¢ Vergleicht man dagegen von links nach rechts, kamach einem Mismatch an Positigmie
um mehr alg Positionen nach rechts verschoben werden.

Kommt es nun im naiven Boyer-Moore Algorithmus an der Stglkon s zu einem Mismatch, so
gilt (sj41...5m) = (titj-. tixm—1) UNds; # ¢, ;1. Wir kdnnen dann die folgende Suffix-Regel
verwenden, um den naiven Boyer-Moore Algorithmus zu beschleunigen:

1. Esgibteink > 0 mit s;_, # s; und (s;_g+1 .- Sm—k) = (Sj41-..5x). In diesem Fall vi@hlen
wir das minimalek mit dieser Eigenschaft unddknen; um k erhbhen, ohne Gefahr zu laufen,
ein Matching auszulassen.

2. Es gibtkeink > 0 mit der Eigenschaft oben. Dann suchen wir das minirhate{j, ..., m} mit
(81 Sm—k) = (Skx1 - --Sm). Wirkdnnen danmumk erhbhen, ohne ein Matching auszulassen.

Flr jedes) < j < m seiD; = k fur das wie oben geathlte k. Haben wir eine korrekte Berechnung
der D;-Werte sichergestellt, so ist der verbesserte Boyer-Moore Algorithmus in Abb. 6 trivialerweise
korrekt. Die Berechnung dep;-Werte werden wir im achsterlJbungsblatt behandeln.

Wir missen noch die Laufzeit der Boyer-Moor-Algorithmus bestimmen, wasdamsten Satz
geschieht.

Satz 2.13Unter der Annahme, dass di@-Tabelle inO(m) Zeit berechnet werden kann, ist die
Laufzeit des Boyer-Moore Algorithmus, fadlgicht int vorkommtO(n).

Beweis. Wir unterteilen den Algorithmus in Runden von Vergleichs- und Verschiebungs-Operationen
und verwenden die folgenden Parameter in dem Beweis:
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Boyer-Moore Algorithmus:

fuhre BM-Preprocessing durch

1:=1

WHILE i <n—m+1DO
Ji=m
WHILE j > 1 AND s[j] =t[i +j — 1] DO

ji=j—1

IF j = 0 THEN gib: aus
i:=1+ D[j]

Figure 6: Schnelles String-Matching von rechts nach links.

e T.: Teilstring vont in Runder, fur denT,. = (s,,—|7,|+1 - - - 5) Qilt und fur den links voril’,. ein
Mismatch mits,,_ 7, | stattgefunden hat.

e d,: Anzahl der Positionen, um die die Variablam Ende der Rundenach rechts verschoben
worden ist.

¢ v,: Anzahl Positionen ifT;., die schon in vorigen Runden verglichen worden sind.
e v/: Anzahl Position inl;., die noch nicht in vorigen Runden verglichen worden sind.

Damit ergibt sich eine Laufzeit des Algorithmus voxiy_,.(v, + v..)), und unser Ziel ist es zu zeigen,
dass diese Summe glei€hn) ist.

Offensichtlich ist}", v/ < n. Um diev,-Summe zu beschnken, werden wir zeigen, dads flle
rgilt d. > v,./3. DayY, d, < nist, wirde damit folgen, dass,, v, < 3n ist. Insgesamt &tten wir
alsoy", (v, + v.) < 4n, und wir waren fertig. Um zu zeigen, dags > v,./3 ist, berdtigen wir einige
Definitionen und Lemmas. Im folgenden sér fein Wortw das Worstw?® fuir eini € IN dasi-mal
hintereinander geschriebene Waert

Lemma 2.14 Seieny undd zwei nichtleere Worte mit§ = 6. Dann istd = p‘ und~y = p’ fur ein
Wort p undi, j € IN.

Beweis. Wir beweisen das Lemma durch volisdige Induktioriiber || + |y|. Falls|d| + |y] = 2,
dann muss gelten, dags= v = p undi = j = 1. Betrachte nun ddere langen. Fallds| = ||

ist, dann gilt wiederumd = v = pundi = j = 1. Wir nehmen also an, das§ < |vy| ist. Da
oy = vd und|d| < |y|, musss ein Piafix von+ sein, alsoy = §¢’ fur ein Worté’. Wenn wir das in
0 = 70 substituieren, erhalten wirbé’ = §6’0. Loschen wir die linke Kopie von, so ergibt sich
daraus)é’ = §’0. Allerdings ist|d| + |6|" = |y| < |d] + ||, und so folgt aus der Induktionsannahme,
dass es ein Woy gibt mit§ = p’ undd’ = p/. Alsoisty = 68’ = p* mitk =i + j. 0

Definition 2.15 Ein Wort« ist semiperiodischmit Periodes, falls « aus einem nichtleeren Suffix von
G gefolgt mit einem oder mehreren Kopien vébesteht. Ein Wort heil3tperiodischmit Periodes,
falls o aus einer oder mehreren volstdigen Kopien vor besteht.



Das Wortbcabcabe ist zum Bespiel semiperiodisch mit Periode:, aber es ist nicht periodisch.
Das Wortabcabc ist periodisch mit Periodebc. Ein Wort kann verschiedene Perioden haben. So hat
abababab die Perioderbab und die Periodeb. Eine alternative Definition zu semiperiodischen Worten
ist die folgende:

Definition 2.16 Ein Wort« ist prafix-semiperiodiscimit Periode, falls o aus einer oder mehreren
Kopien vony besteht gefolgt von einem&fix von-y.

Das rachste Lemmaist leicht einzusehen und zeigt, dass “semiperiodisch” uitk“pemiperiodisch”
tatsachlich das gleiche bedeuten.

Lemma 2.17 Ein Wort« ist semiperiodisch mit Periodégenau dann, wenn es auchifix-semiperiodisch
mit einer Periodey ist.

Das Wortabaabaabaab ist zum Beispiel semiperiodisch mit Periogé und p@afix-semiperiodisch
mit Periodeaba. Das folgende Lemma ist einfach zu zeigen.

Lemma 2.18 Angenommer kommt inz an den Positionef und:’ > ¢ vor, wobeii’ — i < [m/2].
Dann ists semiperiodisch mit Period&hgei’ — .

Kommen wir also zuick zu dem Beweisifr d, > v,/3. Fallsd, > (|7,| + 1)/3 ist, dann ist
d, > v,./3, selbst wenn alle Zeichen ifi. schon in vorigen Runden verglichen worden sind. Wir
nehmen also im folgenden an, dass< (|7,.| + 1)/3 oder|T,.| + 1 > 3d, ist.

Wir bendtigen noch einige Notationen. Seidas Suffix vons der Lange|d,.| und g das kleinste
Wort, so dass = 3¢ furein/ € IN. (Es kann sein, dass= £3, also/ = 1ist.) SeiS = (Sm—|zy| - - - Sm)
das Suffix vors der Lange|7,.| + 1, d.h. der Anteil vors, der in Runde- betrachtet worden ist.

Lemma 2.19 Falls |T,| + 1 > 3d, ist, dann sindl, und .S semiperiodisch mit Periode und daher
auch mit Periodes.

Beweis. Angefangen vom rechten Ende vBnpatrtitioniereS in Teilworte der langed,., bis keined,
Zeichen mehiibrigbleiben (siehe Abb. 7). Es gibt mindestens drei volle TeilwortéSde: |7, |+1 >

3d, ist. Runder endet damit, dass um d,, Positionen nach rechts verschoben wird. Betrachte nun,
wie S mit ¢t vorher und nachher ausgelegt ist (Abb 7). Aus der Definitiond/aimda und der Suffix-
Regel folgt, dass alle entfernten Teilworte Kopien vosein nussen und dié@brigbleibenden Zeichen
ein Suffix vona sein missen.S ist also semiperiodisch mit Periode ad

Nach der Definition vor¥,. sind nun alle in Runde verglichene Zeichen bis auf eines (das den
Mismatch verursacht hat) i, enthalten, und ein Zeichen van kann nur in den vorigen Runden
betrachtet worden sein, in denen sichnit 7, Uberschneidet. Um als@ zu beschiinken, niissen wir
genau betrachten, wie sighin vorigen Runden mit,. Uberlappt hat.

Lemma 2.20 Falls |T;| + 1 > 3d, ist, dann gilt in jeder Runde’ < r, dass das rechte Ende ven
nicht mit dem rechten Ende einer vollen Kopien 7, gleichauf sein kann.



dr

\
_ lafaSa [B[B]
a

Figure 7: Partitionierung vof in «- und 5-Worte.

Beweis. Aus Lemma 2.19 folgt, dask. semiperiodisch mit Periodeist. In Runder’ < r kann das
rechte Ende von nicht gleichauf sein mit dem rechten Ende vBn dad,» > 1 sein muss. Nehmen
wir also an, in Runde’ sei das rechte Ende vargleichauf mit dem rechten Ende einer vollen Kopie
von 3 in T,. Wir nennen diese Kopié, und sein rechtes Ende sgi3| Zeichen vom rechten Ende von
T, entfernt fir eing > 1. Zunachst schauen wir uns an, wie Rundgeendet haben muss, und dann
werden wir das benutzen, um das Lemma zu zeigen.

Seik’ die Position irt zur Linken vonT,., und seik die Position ins, die gleichauf mit,, in Runde
' ist. Wir behaupten, dass in Rundeder Vergleich vorns undt Ubereinstimmungen bis zum linken
Ende vonT, hat, es dann aber zum Mismatch zwischgrund s, kommt. Die Begiindung daifir ist
die folgende:

Die Worte S und T, sind semiperiodisch mit Period& und in Runde” ist das rechte Ende von
s gleichauf mit dem rechten Ende einésAlso stimmens undt offensichtlich bis zum linken Ende
von 7, Uberein. S ist nun semiperiodisch mit Periode und in Runde” ist s exactq|3| Positionen
weg vom rechten Ende vdfj. Daraus ergibt sich, dasg = S5 = ... = Si443 = sk iSt. Aberin
Runder gibt es ein Mismatch beim Vergleich vep mit Sy, alsos, = S; # ty.

Jetzt betrachten wir die @glichen Verschiebungen vonin Runder’. Wir werden zeigen, dass
jede nogliche Verschiebung zu einem Widersprudhit. Daher sind keine Verschiebungeigtich
und damit auch nicht die angenommene Ausrichtungsvend¢ in Runder’, was das Lemma beweist.

Wir betrachten zwei &lle fiir das rechte Ende vonnach Runde’. (1) Das rechte Ende von
ist gleichauf mit dem rechten Ende einer Kopie vo(in 7,) oder (2) das rechte Ende vdnist im
Inneren einer vollen Kopie voa (in 7}.).

Fall 1: Wenn nach der Verschiebung in Rundedas rechte Ende voR gleichauf mit dem rechten
Ende einer vollen Kopie vof ist, dann ist das Zeichen ingleichauf mitt;, an der Positios,_, g fur
einr € IN. Da aberS semiperiodisch mit Periodé ist, musss;, gleichs;_, 5 sein, ein Widerspruch.

Fall 2: Angenommen, Runde’ verschiebts so, dass dessen rechtes Ende mit dem Inneren einer
vollen Kopie vong ausgerichtet ist. Das bedeutet, dass in dieser Ausrichtung das rechte Ende eines
Wortes ins gleichauf mit einem Zeichen im Inneren vorist. Weiterhin folgt aus der Suffix-Regel,
dass die Zeichen im verschobenemnter3 mit 3 tibereinstimmen (siehe Abb. 8). Sgi das Wort im
verschobenen, das gleichauf mit in 7, ist, wobeiy das Wort bis zum Ende vof und§ der Rest
ist. Da3 = 3, isty ein Suffix vong3, § ein Pifix von 3, und|y| + |§| = |3] = |8, d-h.v§ = 6. Nach
Lemma 2.14 folgt damit, dags= p' fir eint > 1 ist, ein Widerspruch zur Wahl vof.

Wir erreichen also in beidenafien einen Widerspruch, was das Lemma beweist. O

Lemma 2.21 Falls |7,| + 1 > 3d, ist, dann kanrs in Runder’ < r mit 7, hochstengj| — 1 Zeichen
gemeinsam haben.
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Figure 8: Partitionierung vop in v undJé.

Beweis. Nach Lemma 2.20 kannnicht gleichauf mit einem vollefi in 7,. in Runder’ < r sein. Falls
s undT, sich also um mindestens| Zeichenuberlappen, dann isste das Suffix von der Lange| 3|
aus einem Suffixy, von  gefolgt von einem Rifix, §, von 5 bestehen. Dann abei@nes = ~6 = 4+,
was nach Lemma 2.14 einen Widerspruch zur Wahl ydredeuten wirde. O

Dieses Lemma giltibrigens selbst dann, wenn es in Rumtikein Mismatch gegeben hat, also
in ¢t gefunden worden ist. Wir nehmen hier nur an, in Runti@be es ein Mismatch gegeben.

Lemma 2.22 Falls |7,| + 1 > 3d, ist, dann gilt in Runde’ < r, dass wenn das rechte Ende von
gleichauf mit einem Zeichen iA. ist, es nur gleichauf mit einem de¥| — 1 Zeichen am linken Ende
vonT, oder einem def3| Zeichen am rechten Ende v@h sein kann.

Beweis. Angenommen, das rechte Ende voist in Runder’ gleichauf mit einem Zeichen i, das
nicht zu den3|—1 Zeichen am linken Ende oder dg#} Zeichen am rechten Ende vBhgeltbrt. Dann
ist nach Lemma 2.20 das rechte Ende ¥am Inneren einer Kopie?’ von 3, und nach Lemma 2.21
wirde ein Mismatch in Runde vorkommen, bevor das linke Ende v@herreicht ist. Angenommen,
das Mismatch komme an Positiéfi in ¢t vor. Nach diesem Mismatch wirdnach rechts verschoben.
Nach Lemma 2.20 kany. nicht das rechte Ende vorzu dem rechten Ende vat verschieben, und
wir werden zeigen, dass die Verschiebung das rechte Endeawch nicht jenseits dem rechten Ende
von 3’ verschieben kann.

Wie erwahnt, verschiebt die Suffix-Rege(wenn noglich) um den kleinstiaglichen Wert, so dass
alle Zeichen von, die in Runde”’ Ubereingestimmt haben, mit dem verschobenébereinstimmen
und die zwei Zeichen von, die gleichauf mitt,» vor und nach der Verschiebung sind, verschieden
sind. Wir behaupten, dass diese Bedingungen gelten, wenn das rechte Endgleichauf mit dem
rechten Ende vory’ ist.

Betrachte diese Ausrichtung. Dasemiperiodisch ist mit Periode ist, wirden die Aursichtung
von s und¢ zumindest bis zum linken Ende v@h Ubereinstimmen, und so auch bgi. Daher kbnnen
die Zeichen ins, die gleichauf mitt,» vor und nach der Verschiebung sind, niélitereinstimmen.
Wenn das Ende vonalso mit dem Ende von’ ausgerichtet ist, danniwden alle Zeichen in, die in
Runder’ Ubereingestimmt haben, wied@ereinstimmen, und die Zeichendrgleichauf mitt,» vor
und nach der Verschiebungawen verschieden. Dahefivde die Suffix-Regel das rechte Ende von
nicht jenseits vor’ verschieben.

Daraus folgt, dass wenn das rechte Ende ygteichauf mit dem Inneren vofi’ in Runder”’ ist,
dann muss es auch gleichauf mit dem Inneren goim Runder’ + 1 sein. Da aber’ beliebig ist,
wirde die Verschiebung in Runaé+ 1 auch nicht das rechte Ende vefenseits vors’ verschieben.
Wenn also das rechte Ende voim Inneren von?’ ist, bleibt es dortiir immer. Das ist uniiglich, da
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in Runder > »’ das rechte Ende vonmit dem rechten Ende vdh. Ubereinstimmt, was rechts vah
ist. Daher ist das rechte Ende venicht im Inneren vorg’, was das Lemma beweist. O

Lemma 2.23 Falls s nicht int vorkommt, dann ist, > v,./3 fur alle Runderr.

Beweis. Das ist trivialerweise wahr, wenf) > (|7,.|+1)/3. Wir nehmen also an, dags.|+1 > 3d,
ist. Nach Lemma 2.22 ist in jeder Runde< r das rechte Ende vongleichauf mit entweder einem
der|5| — 1 Zeichen am linken Ende vdh. oder einem def5| Zeichen am rechten Ende v@h. Nach
Lemma 2.21 gilt, dassdchsteng3| Vergleiche in Runde’ < r gemacht werden. Daher sind die
einzigen Zeichen in Runde, die eventuell schon vor Rundebetrachtet worden sind, dig| — 1
Zeichen am linken Ende vdf. oder die2|/3| Zeichen am rechten Ende va@h, oder das Zeichen zur
Linken vonT,.. Also gilt v, < 3|5| < 3d, wenn|T,| + 1 > 3d,.. In beiden Rllen gilt alsod, > v, /3.

0

Lemma 2.23 ergibt den Satz. O

Der Boyer-Moore Algorithmus ist also im worst case asymptotisch genauso schnell wie der Knuth-
Morris-Pratt Algorithmus, um das erste Vorkommen vom ¢ zu finden. In der Praxis kann er das
allerdings wesentlich schneller, in derd@&enordnun@ (n/m).

Falls alle Vorkommen eines Wortes gémscht sind und k-mal in¢ vorkommt, so verschlechtert
sich die Laufzeit des Boyer-Moore Algorithmus awfn + & - m). In diesem Fall ist also der Knuth-
Morris-Pratt Algorithmus zu empfehlen.

2.6 Aho-Corasick Algorithmus

Bis jetzt haben wir nur den Fall betrachtet, dass wir ein einziges Suchwioaben. Was aber,
wenn wir den Textt nach allen Vorkommen eines Suchwortsdn= {si,...,s;} durchsuchen
mochten? Wir werden zeigen, wie wir den KMP-Algorithmus verallgemeinémkn, um das ef-
fizient durchzuihren.

Im folgenden sein; = |s;| undm = >¥ , m,. Die einfachste Mglichkeit zur Losung unseres
Textsuchproblems are, den KMP-Algorithmus parallelif alle Suchwrter laufen zu lassen. Das
kann aber im worst case eine Laufzeit \0(m + k- n) haben. Um eine bessere Laufzeit hinzubekom-
men, nehmen wir zuathst einmal an, dags= 1 ist und setzer = s;.

Anstatt einer Tabelle vod,-Werten, kbnnen wir uns die Suche nashn ¢ im KMP-Algorithmus
auch als das Durchlaufen eines endlichen Automaten mit Réddegangen vorstellen. Betrachten wir
dazu einmal das Suchwort= abaaba. Dann ist die Tabelle def;-Werte wie folgt definiert:

v |0 3/4|5/6
di 121233444

[N
N

Alternativ lasst sich das auch als Automat in Abb. 9 darstellen. Diesen Automaten nennt man auch
Aho-Corasick oder AC-Automat.
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Figure 9: Der AC-Automat z4 = abaaba.

AC-Automat f Ur ein Suchwort

Definition 2.24 Der AC-Automat besteht aus den folgenden Komponenten:

Einer endlichen Mengé@ von Zusénden,

einem endlichen Eingabealphaliet= ¥ U { fail},

einerTransitionsfunktiord : Q x I' — Q

eineminitialen Zustandy, € Q und

einer Mengeakzeptierender Endzéstdel” C Q.

Der AC-Automat fir ein Suchwort ist nun wie folgt definiert mitn = |s|:
e Q={-1,...,m},qo=0undF = {m}.

e Furallei € {0,...,m—1}qilt 6(i, s;) = i+1undd(i, fail) = i—d;+1. (D.h. (0, fail) = —1,
was einen Fehlschlag anzeigt.)

Der AC-Automat unterscheidet sich von einem géwlichen endlichen Automaten dadurch, dass
es extrafail-Ubergange gibt, bei denen kein Zeichen im Eingabetext vdrgerwird, sondern der
Automat solange bei dem aktuellen Zeichen stehenbleibt, bisiktiger Ubergang mit einem Zeichen

¢ € ¥ gefunden worden ist.

Ist der AC-Automat in Zustand, dann bedeutet das, dass bisher dileereinstimmung von
(s1...s;—1) mit einem Teilwort int erzielt werden konnte. Daraus ergibt sich sofort die Korrek-
theit der Regebi(i,s;) = i + 1. Auch die Regel iir 6(, fail) ist korrekt, da wir im Falle eines
Mismatches das kleinstigliche; suchen, do dass; . ..s;) = (s ...s,_j+1) ist, um die Suche nach
s in t fortzusetzen, und diesggleichd; ist. Der Algorithmus zur Berechnung eines AC-Automaten
fur ein Suchwort arbeitet also wie in Abb. 10.

Satz 2.25Das AC-Preprocessing hat eine Laufzeit v@fm).
Beweis. Folgt sofort aus der Laufzeit des KMP-Preprocessing. O

Das Aho-Corasick Algorithmus arbeitet nun wie in Abb. 11. Da er @geivalente Darstellung
des KMP-Algorithmus ist, gilt der folgende Satz.

Satz 2.26 Der Aho-Corasick Algorithmus ist korrekt unéft in O(n) Zeit.
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Algorithmus AC-Preprocessing:
d[0] :=2; d[1] :=2
j:=2 [/ fur Berechnung ded;-Werte
FORi :=2TOm DO
WHILE j < i AND s]i] # s[i — j + 1] DO
ji=j+dli—j -1
dli] :==j )
I f10..m]: fur fehlerhafteUbergange
FORi:=0TOm DO f[i] ;=i —d[i] + 1

Figure 10: Berechnung des AC-Automatéin &in Suchwort.

Aho-Corasick Algorithmus:

fuhre AC-Preprocessing durch

j :=0 [/l aktuelle Position im Automaten

FORi:=1TOn DO
WHILE (j # —1 AND t[i] # s[j + 1]) DO

J = flj]

IFj=—-1THEN; :=0ELSEj :=j+1
IF 5 = m THEN gib j aus

Figure 11: Aho-Corasick Algorithmusif ein Suchwort.

AC-Automat f ir mehrere Suchworte

Jetzt sind wir soweit, den AC-Automaten auf mehrere Suchworte zu verallgemeinern. Dieser ist wie
folgt definiert.

e Q= {w € ¥* | wistein Pafix von einems € S} U {fail} undgy = e.
o "= F U F,, wobei

— F} =S, d.h. die Menge aller Suchworte.
- F={weQ]|3seS: sistein echtes Suffix vow}.

e Furallew € Q unda € ¥ gilt

— d(w, a) = wa genau dann, wenaa € ) und

— d(w, fail) = w' fur dasjenigev’ € @), das dendngsten echten Suffix van darstellt. Fr
w = e gilt §(w, fail) = fail.

Das Preprocessing erfolgt dann wie in Abb. 12 angegeben. |Eallonstant ist, so gilt:

Satz 2.27 Das allgemeine AC-Preprocessing berechnet einen AC-Automatemin Zeit.
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Beweis. Folgt direkt aus dem Algorithmus. a

Das allgemeine AC-Algorithmus arbeitet nun wie in Abb. 13.

Satz 2.28 Der allgemeine Aho-Corasick Algorithmus hat eine Laufzeit®¢n + m).

2.7 Matching regularer Ausdriicke

Statt einer endlichen Anzahl an Musterrochte man auch eventuell ein Musterschema vorgeben.
Zur Spezifikation von Musterschemata eignen sich @gulusdicke. Zur Erinnerung, ein regirer
Ausdruckiber einem AlphabeX ist wie folgt rekursiv definiert:

e c und jedes: € Y ist ein reguarer Ausdruck.

e Furjedes Paar, r, reguirer Ausdiicke ist auchr; + r, ein reguérer Ausdruck. (4" bedeutet
“r; oderry”.)

e Fir jedes Paar,, r, regulrer Ausdiicke ist auch-r, ein reguéirer Ausdruck. «;r, bedeutet
die Konkatenation von; undr,.)

e Fur jeden regudren Ausdruck: ist auchr* ein reguéirer Ausdruck, wobei* = {r* | i > 0} ist.

So sind zum Beispidla + b)*c(a+ b)* oder(a(b+ ac)*)*d(bb+ a)* reguBire Ausdiicke. Ein regudrer
Ausdruck ist eigentlich eine potentiell unendliche Wortmenge. So gilt:

(a+b)cla+b) ={we ¥ |Jy,z€{a,b}: w=uzcy}

Aus der Automatentheorie ist bekannt, dass es zu jedemameguiAusdruck einen endlichen Au-
tomaten gibt, der diesen akzeptiert. D.h. zu jedem &gul Ausdruck- gibt es einen endlichen
AutomatenM,., so dass esif jedes Wortw € r, und nur fir diese Worte, eine Menge von Zus-
tandsibergingen in)M, vom Anfangszustand in einen akzeptierenden Endzustand gibt. Wir wollen
nun das folgende Probleraden:

Gegeben ein Textund ein regurer Ausdruck, gib aus, ob es ein Teilwott in ¢ gibt mitw € r.

Um dieses Problem zd$en, werden wir einen nichtdeterministischen endlichen Automaten (NEA)
fur r konstruieren und diesen dann simulieregihnend wirt durchlaufen. Die Konstruktion des NEA
basiert auf den folgenden 4 Regelg, (nd¢, zeigen jeweils den neuen Start- und Endzustand an.)

e Fur die elementaren regien Ausdilckee undc € 3 werden die folgenden Automaten kon-
struiert:

e Fur zwei Ausdiicker; undr, mit Automaten/N; und N, wird der Automat @r r; + ro wie folgt
konstruiert:
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€ r@ NlO €
&
SN OF °

e Fur zwei Ausdiicker; undr, mit Automaten/N; und N, wird der Automat @r 17, wie folgt

konstruiert:
@ OO n @)

Anstatt eines-Ubergangs in der Mitte kann auch der Endzustand Mpmit dem Anfangszus-
tand von.V, identifiziert werden.

e Fir einen Ausdruck mit Automat/NV wird der Automat f@ir »* wie folgt konstruiert:

T OTe

Der so erzeugte Automa\, hat die folgenden Eigenschaften:

N, hat tochsten@m Zustinde, wobein = |r|.

Die Regeln (1) bis (4) beitigen jeweils nur konstante Zeit.

N, hat genau einen Start- und genau einen Endzustand.

Der Startzustand hat keine eingehende Kante, und der Endzustand hat keine ausgehende Kante

Jeder Zustand hat entweder

— genau eine ausgehende Kante, die mit dem SymboE markiert ist, oder
— hochstens zwei mit markierte ausgehende Kanten.

Als Konsequenz daraus ergibt sich das folgende Lemma.

Lemma 2.29 Zu einem reg@ren Ausdruck kann inO(m) Zeit einaquivalenter NEA mit-Ubergangen
erzeugt werden.
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Betrachten wir zum Beispiel den reguén AusdrucKa + b)*aba. Dessen NEA sieht wie folgt
aus:

Zum Verstndnis des Algorithmus zur Simulation vof geben wir hier einige Bemerkungen:
e ¢ bezeichnet den Startzustand undden Endzustand des NEA.
e () bezeichnet die aktuelle Zustandsmenge.

e /(Q,c) bezeichnet die Menge aller Zaside, die von einem Zustand ¢hausuber eine mit
markierte Kante erreichbar sind.

e eps(Q)) bezeichnet die Menge aller Zastde, die von einem Zustand @ ausilber einer-
Ubergang erreichbar sind.

e Da das Muster an einer beliebigen Stelle im Text auftreten kann, wird in jeder Iteration der
Startzustand, zur aktuellen Zustandsmenge hinzugenommen.

Der Algorithmus zur Simulation eines NEA ist in Abb. 14 gegeben.
Satz 2.30 Der NEA-Algorithmus hat eine Laufzeit vaiin - m).

Beweis. Die Konstruktion des NEAs bénigt O(m) Schritte. Weiterhin wird die FOR-Schleifemal
durchlaufen, und das Update v@hin jedem Durchlauf kosteD(m) Schritte. O

Eine schnellere Laufzeit kann erzielt werden, wenn der NEAaezhast in einen deterministischen
endlichen Automaten umgeformt wird. Das kann aber sehr teuer sein, da die Anzahl dardéust
eines deterministischen endlichen Automaten exponentiell in der Anzahl démdestler nichtdeter-
ministischen Automaten sein kann.
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Algorithmus AC-Preprocessing:
/1 d[q][c]: fur Ubergang vong bei Zeicher: > 1
Il d[q][0] € {0,...,|S|}: gibt Suchwort an, weng € F'
Il fq]: Fehlerfunktion @ir Zustandg € {0, ..., m}
Il s[k][i]: i-tes Zeichen ink-ten Suchwort
/l Berechnung des Tries urd
FORgq := 0 TOm DO
FORc:=0TO |X| DO d[¢][¢] :=0
gnew = 1; q := 0;
FORK :=1TO|S| DO
FOR: := 1 TO |m;| DO
IF d|q][s[k][{]] = 0 THEN
d[q][s[k][t]] = gnew; gnew = gnew + 1
q := dlq][s[k][i]]
d[q][0] := k [l fugeq in F; ein
/I Berechnung der Fehlerfunktion urid
f[0] :== —1; /I Fehlschlag falls Fehler bei O
Q@ :=new Queue // Q fur BFS-Durchlauf
FORc¢:=1to|%| DO
IF d[0][¢] # 0 THEN
f1d[0][c]] := 0 /I bei Fehlschlag nach O
ENQUEUEQ, f[d[0][c]))
WHILE not EMPTY(Q) DO
¢ := DEQUEUEQ)
FORc:=1TO x| DO
IF d[q][c] # 0 THEN
¢ = dlg][c]
r:= flq]
WHILE (r # —1 AND d[r][c] = 0) DO r := f[r]
IF r=-1 THEN f[q]=0 ELSE f[¢/] := d[r][c]
IF d[f]¢]][0] > 0 AND d[¢][0] = 0 THEN // ¢ in F,?
dlg')[0] = dIf[4)][0]
ENQUEUEQ, ¢)

Figure 12: Berechnung des AC-Automatéin mehrere Suchworte.
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Aho-Corasick Algorithmus:
fuhre AC-Preprocessing durch
q :=0 [/ aktuelle Position im Automaten
FORi:=1TOn DO
WHILE (¢ # —1 AND d]g|[t[:]] = 0) DO
q = flg]
IF g = —1 THEN ¢ := 0 ELSEq := d[q][t[i]]
IF d[q][0] > 0 THEN
gib i — mgg0) + 1 undd|q][0] aus

Figure 13: Aho-Corasick Algorithmusif mehrere Suchworte.

Simulationsalgorithmus:
fuhre NEA-Preprocessing durc
Q = eps({qo})
IF g € Q THEN return true
FORi:=1TOn DO
Q = eps(5(Q. t[i]) U {ao})
IF gr € @ THEN return true
return false

=2

Figure 14: Algorithmus zur Simulation eines NEA.
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