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Hausaufgabe 1
Betrachten Sie den Algorithmus 1 zur Bestimmung eines minimalen Elements in einem
Integer-Array.

Algorithmus 1: Min

Input : int A[], int n
1 int i = 1
2 int min = A[0]
3 while i < n do
4 if A[i] < min then
5 min = A[i]
6 i = i + 1

7 return min

Bestimmen Sie die exakte Worst-Case-Laufzeit des Algorithmus, indem Sie die exakte
Anzahl der Rechenoperationen, wie sie in der Vorlesung definiert wurden (Vergleiche, Zu-
weisungen, Additionen, . . . ), in Abhängigkeit der Eingabegröße berechnen (keine asym-
ptotische Abschätzungen durch Landau-Symbole).
Berechnen Sie nun auch die Worst-Case Laufzeit mit Hilfe der Landau-Symbole.

Lösungsvorschlag

Um die Worst-Case-Laufzeit zu bestimmen, betrachten wir für die Eingabe ein Array,
dessen Werte monoton fallen. Zum Beispiel könnte das i-te Feld A[i] des Array genau den
Wert n− i beinhalten. Dann muss in jedem Schleifendurchlauf die Zeile 5 im Algorithmus
ausgeführt werden.
Wir berechnen die Laufzeit in Zeitschritten: Zeile 1 und 2: jeweils ein Zeitschritt. Die
While-Schleife wird n − 1-mal ausgeführt. Dafür ist jeweils ein Vergleich = eine Zeitein-
heit in Zeile 3 nötig. Genauso wird in jedem Schleifendurchlauf die Bedingung in Zeile 4
überprüft. Daraufhin wird min der Wert A[i] zugewiesen und der Zähler i um Eins erhöht.
Dies ergibt für einen Schleifendurchlauf also mindestens 3 Zeiteinheiten (man kann auch
einen Vierten für einen Sprung zur While-Bedingung berechnen).
Nun wird ein letztes Mal die Bedingung in Zeile 3 ausgewertet. Da diese negativ ausfällt,
springt das Programm in die letzte Zeile und gibt den Wert min zurück. Dies ergibt drei
weitere Zeiteinheiten (Vergleich, Sprung, return).
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Zusammen ergeben sich also: 2 + (1 + 3)(n− 1) + 3 = 5 + 4(n− 1) Zeiteinheiten.
Mit der asymptotischen Analyse geht dies deutlich einfacher. Die Zeilen 1,2 und 7 werden
mit jeweils O(1) abgeschätzt. In jedem Schleifendurchlauf ergeben sich 4 Operationen in
O(1) (Zwei mal Vergleich, eine Zuweisung und einmal Addition). Das ganze O(n) mal
ergibt also O(n) Zeiteinheiten für die While-Schleife. Nun noch O(1) + O(n) mit O(n)
abschätzen und wir erhalten die Laufzeit des Algorithmus.

Hausaufgabe 2
In welcher Relation bezüglich der Landau-Symbole stehen die Funktionen ldn = log2 n
und lnn = loge n? Beweisen Sie ihre Aussage.

Lösungsvorschlag

Behauptung: lnn ∈ Θ(ldn). Zu zeigen ist also:

1. lnn ∈ O(ldn)⇔ ∃c > 0 : ∃n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 : lnn ≤ c ldn

Wir wählen c = 1 und n0 = 1: Somit gilt:

lnn ≤ ldn⇔ elnn = 2ldn ≤ eldn

Somit gilt lnn ∈ O(ldn).

2. lnn ∈ Ω(ldn)⇔ ldn ∈ O(lnn)

Wir zeigen mit c = ld e und n0 = 1: ldn ≤ c lnn = (ld e) ldn
ld e

= ldn. Dies ist
sicherlich für alle n ≥ 1 erfüllt. Dies wiederum impliziert lnn ∈ Ω(ldn) und somit
gilt ldn ∈ Θ(lnn).

Aufgabe 1
Beweisen Sie folgende Aussagen durch Induktion für alle n ∈ N := {1, 2, 3, 4, 5, . . . }:

1.
∑n

i=0 i
3 = n2(n+1)2

4
,

2. Fn+1Fn−1 − F 2
n = (−1)n,

3. 19|(5 · 23n+1 + 33n+2) (In Worten: 19 teilt (5 · 23n+1 + 33n+2)),

wobei Fn die n-te Fibonaccizahl nach der rekursiven Definition Fn = Fn−1 +Fn−2 mit den
Anfangswerten F0 = 0 und F1 = 1 ist.

Lösungsvorschlag

1. Induktionsanfang: n = 1:
∑1

i=0 i
3 = 13 = 1 = 1·4

4
= 12(1+1)2

4
X

Induktionsannahme (IA):
∑n

i=0 i
3 = n2(n+1)2

4
gelte für ein beliebiges, aber festes n.

Induktionsschluss: n→ n + 1

n+1∑
i=0

i3 =
n∑

i=0

i3 + (n + 1)3
IA
=

n2(n + 1)2

4
+

4(n + 1)3

4
=

(n + 1)2(4(n + 1) + n2)

4

=
(n + 1)2(((n + 1) + 1)2)

4

2
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2. Induktionsanfang: n = 1: F2F0 − F 2
1 = 1 · 0− (1)2 = −1 = (−1)1

Induktionsannahme (IA): Fn+1Fn−1−F 2
n = (−1)n gelte für ein beliebiges, aber festes

n.

Induktionsschluss: n→ n + 1

Fn+2Fn−F 2
n+1

Fib.def.
= (Fn+1+Fn)Fn−(Fn+Fn−1)Fn+1 = Fn+1Fn+F 2

n−FnFn+1−Fn−1Fn+1

= F 2
n − Fn−1Fn+1 = −1(−F 2

n + Fn−1Fn+1)
IA
= −1(−1n) = (−1)n+1

2

3. Induktionsanfang: n = 0: (5 · 23·0+1 + 33·0+2) = 5 · 21 + 32 = 10 + 9 = 19 und 19 teilt
offensichtlich 19 X

Bemerkung: Wir zeigen hier der aufgrund der deutlich vereinfachten Rechnung, dass
19|(5 · 23n+1 + 33n+2) für alle n ∈ N0 gilt. Dies beeinhaltet natürlich die geforderte
Aussage der Aufgabenstellung.

Induktionsannahme (IA): 19|(5 · 23n+1 + 33n+2) gelte für ein beliebiges, aber festes
n.

Induktionsschritt: n→ n + 1

(5 · 23(n+1)+1 + 33(n+1)+2) = 33n+3+2 + 5 · 23n+3+1

= 27(33n+2) + 27(5 · 23n+1)− 27(5 · 23n+1) + 8(5 · 23n+1)

= 27(5 · 23n+1 + 33n+2)− 19(5 · 23n+1)
IA
= 27 · 19x− 19(5 · 23n+1)

= 19(27x− (5 · 23n+1)) (1)

Somit ist gezeigt das Formel (1) ein Vielfaches von 19 ist. Daher teilt also 19 auch
(5 · 23(n+1)+1 + 33(n+1)+2).

2

Aufgabe 2
Ordnen Sie die Funktionen

√
ld(n + 1), n2, (ldn)ldn, 2n, n, 10100,

√
n, nld ldn, ld

√
n + 1,

n log n nach Ihrem Wachstum.

Lösungsvorschlag

Wir zeigen zuerst, dass die Funktionen nld ldn und (ldn)ldn identisch sind.

ld(nld ldn) = (ld ldn) ldn = ld((ldn)ldn)

Daher folgt direkt nld ldn ∈ Θ(ldn)ldn.
Wir zeigen 10100 ∈ o(

√
ld(n + 1)). Wir dürfen uns in Abhängigkeit von c ein n0 wäh-

len. Wählen wir n0 ≥ 2
10200

c2 − 1 (Wie kommt man darauf? Einfach die Ungleichung
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10100 ≤ c
√

ld(n + 1) nach n auflösen), so ergibt sich für ein beliebiges c > 0 die zu

überprüfende Aussage: 10100 ≤ c

√
ld 2

10200

c2 = c
√

10200

c2
= c10

100

c
= 10100.

Behauptung:
√

ld(n + 1) ∈ o(ld
√
n + 1) da:

lim
n→∞

√
ld(n + 1)

ld
√
n + 1

= lim
n→∞

(ld(n + 1))
1
2

ld (n + 1)
1
2

= lim
n→∞

(ld(n + 1))
1
2

1
2
((ldn + 1)

1
2 )2

= lim
n→∞

2

(ld (n + 1))
1
2

Da ldn eine unbeschränkt streng monoton steigende Funktion ist, gilt also limn→∞
√
ldn+1

ld
√
n+1
→ 0.

Damit folgt die Behauptung.
Als nächstes zeigen wir ld

√
n + 1 ∈ o(

√
n):

lim
n→∞

ld(n + 1)

2
√
n

l′H.
= lim

n→∞

√
n

(ln 2)(n + 1)
< lim

n→∞

√
n

(ln 2)(
√
n
√
n + 1)

→ 0

Dabei kann die Anwendung von l’Hopital auch als Anwendung der in der Vorlesung vor-
gestellten Regel f ′(n) ∈ o(g′(n))⇒ f(n) ∈ o(g(n)) zu verstanden werden.

Die Aussage
√
n ∈ o(n) ist schnell gezeigt: limn→∞

√
n√

n
√
n

= limn→∞
1√
n

= 0 gilt, da
√
n

eine unbeschränkt streng monoton steigende Funktion ist.
Ebenfalls ergibt sich n ∈ o(n log n) und n log n ∈ o(n2) durch Kürzen, l’Hôpital und
Ausnutzen der Monotonie und der Unbeschränktheit.
Wir zeigen, dass limn→∞

1
n(ld ldn)−2 → 0, was n2 ∈ o(nld ldn) impliziert. Dies ist erfüllt, da

ld ldn streng monoton steigend ist und für alle n > 16 größer als 2 ist.
Bleibt abschliessend noch zu zeigen: nld ldn ∈ o(2n). Zur Vereinfachung des Beweises schät-
zen wir zunächst nld ldn mit nldn nach oben ab. Des weiteren verwenden wir, dass 2n = n

n
ldn

gilt. Somit ist zu zeigen: limn→∞
nldn

n
n

ldn
= limn→∞

1

n
n

ldn
−ldn → 0.

Bleibt also zu zeigen, dass n
ldn
−ldn > 0 wenn n→∞ gilt, denn dann gilt limn→∞

nldn

n
n

ldn
→ 0.

Erstere Gleichung ist aber für jedes n ≥ 25 erfüllt.

Aufgabe 3
Wir betrachten nochmals den Minimum-Algorithmus (siehe Algorithmus 1). Nachdem wir
bereits wissen, dass die Worst-Case-Laufzeit inO(n) liegt, wollen wir dieses Mal die genaue
Average-Case-Laufzeit berechnen (nicht die asymptotische Average-Case-Laufzeit).
Sie dürfen davon ausgehen, dass jede Eingabe der Länge n aus n unterschiedlichen Zahlen
besteht.

Lösungsvorschlag

Da sich Worst-Case und Best-Case Laufzeiten von Algorithmus 1 nur um n−1 Operationen
unterscheiden, bringt es hier nichts die asymptotische Analyse zu verwenden. Außerdem
ist klar, dass alle Operationen außer der Zeile 5 immer ausgeführt werden. Somit ergeben
sich also ca. 2 + 3(n− 1) + 3 = 2 + 3n Operationen, die für jede Eingabe (eine Eingabe x
ist ein n-Tupel (x1, x2, . . . , xn) und jedes xi ist eine Zahl) ausgeführt werden müßen.
Hinzu kommen die Anzahl der Updates (= Anzahl der neuen minimalen Elemente in einer
Eingabesequenz), die anteilig für jede Sequenz berechnet werden:

1

|In|
∑
x∈In

T (x)
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wobei In die Menge aller Eingaben und T (x) := |{l ∈ {2...n} : (∀k < l).[xk > xl]}| die
Anzahl der Updates für eine Eingabe x ist.
Somit ergibt sich für die gesamte Average-Case Laufzeit:

A(n) := 2 + 3n +
1

|In|
∑
x∈In

T (x)

Hierbei wollen wir jetzt den letzten Term auch noch in Abhängigkeit von n bestimmen.
Führen wir uns nocheinmal vor Augen, was T (x) aussagt: T (x) gibt für eine Eingabe x
die Anzahl der Updates an, die eine Eingabe erzeugt. In einer Summe ist dies insofern
ungünstig, da wir schlecht abschätzen können wieviele Eingaben genau j Updates ausfüh-
ren. Um dennoch eine Abschätzung für diesen Term zu erhalten, werden wir die Summe
umordnen.
Definieren wir Tn(l) := |{x ∈ In : (∀k : 1 ≤ k < l).[xk > xl]}| als die Anzahl der
Eingaben, die nach dem Vergleich des Elements xl ein Update des Minimum-Elements
ausführen müssen, so gilt:

1

|In|
∑
x∈In

T (x) =
1

|In|

n∑
l=2

Tn(l)

Hierbei ist zu beachten, dass eine Eingabe x genau T (x)-mal in unterschiedlichen Tn(i)
vorkommt. Somit wird also der Wert der Summe nicht verändert. Im Gegensatz zu T (x)
lässt sich der Wert Tn(i) recht einfach berechnen. Er ist gerade:

Tn(i) =

(
n

i

)
(i− 1)!(n− i)!

da wir i Elemente bis zum Minimum-Update an Stelle i benötigen wählen wir aus n
Elementen der Eingabe gerade i aus (⇒

(
n
i

)
). Von diesen i Elementen ist das kleinste

Element gerade das, welches in einer Eingabe an Position i steht (da es ja ein Minimum-
Update verursacht). Die anderen i− 1 Elemente können gerade auf (i− 1)! verschiedene
Weisen angeordnet werden. Genauso gibt es für die restlichen n − i Elemente, die nach
der i-ten Stelle kommen gerade (n− i)! Möglichkeiten diese anzuordnen. Somit ergibt sich
also:

1

|In|

n∑
l=2

Tn(l) =
1

n!

n∑
l=2

(
n

l

)
(l − 1)!(n− l)! =

1

n!

n∑
l=2

n!

(n− l)!(l!)
(l − 1)!(n− l)! =

n∑
l=2

1

l
= Hn − 1

Mit ein wenig Analysis (
∫ n

1
dx
x

= lnn) kann man zeigen, dass Hn < 1 + lnn gilt (das
Verständnis dieser Ungleichung ist keineswegs zentral für diese Vorlesung). Es kann sogar
noch gezeigt werden, dass lnn < Hn gilt. Somit gilt insgesamt für die Average-Case
Laufzeit:

1 + 3n + lnn < A(n) < 2 + 3n + lnn
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Aufgabe 4
Beweisen Sie die in der Vorlesung angegebene Regel:
Für alle Funktionen f(n), g(n) mit ∃n0 ∈ N : ∀n > n0 : f(n), g(n) > 0 gilt:

O(f(n) + g(n)) = O(f(n)) +O(g(n))

wobei O(f(n)) +O(g(n)) := {hf (n) +hg(n) | hf (n) ∈ O(f(n)) ∧ hg(n) ∈ O(g(n))} (Hier
ist also die Gleicheit der beiden Mengen zu zeigen).

Lösungsvorschlag

O(f(n) + g(n)) ⊆ O(f(n)) +O(g(n)):
Es muss gezeigt werden, dass jede beliebige Funktion h(n) ∈ O(f(n) + g(n)) auch in
O(f(n))+O(g(n)) liegt, d.h., dass h(n) als Summe von zwei Funktionen hf (n) ∈ O(f(n))
und hg(n) ∈ O(g(n)) dargestellt werden kann:

h(n) ∈ O(f(n) + g(n))

⇔ ∃c > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 : h(n) ≤ c · (f(n) + g(n))

⇒ ∃c > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 : h(n)− c · g(n) ≤ c · f(n)

⇔ ∃c > 0 (h(n)− c · g(n)) ∈ O(f(n))

Für die Funktionen hf (n) = h(n)− c · g(n) und hg(n) = c · g(n) gilt:

• h(n) = hf (n) + hg(n)

• hf (n) ∈ O(f(n))

• hg(n) ∈ O(g(n))

D.h. h(n) ∈ O(f(n)) +O(g(n))
O(f(n)) +O(g(n)) ⊆ O(f(n) + g(n)):
Es muss gezeigt werden, dass jede beliebige Funktion h(n) ∈ O(f(n)) +O(g(n)) auch in
O(f(n) + g(n)) liegt.
Dies wird gezeigt, indem aus der Darstellung hf (n)+hg(n) für h(n) (und den Eigenschaften
hf (n) ∈ O(f(n)) und hg(n) ∈ O(g(n))) geeignete c > 0 und n0 ∈ N hergeleitet werden:

h(n) ∈ O(f(n)) +O(g(n))

⇔ ∃hf (n) ∈ O(f(n)) ∃hg(n) ∈ O(g(n)) : h(n) = hf (n) + hg(n)

⇒ ∃cf > 0 ∃nf ∈ N ∀n ≥ nf : hf (n) ≤ cf · f(n)

∧ ∃cg > 0 ∃ng ∈ N ∀n ≥ ng : hg(n) ≤ cg · g(n)

⇒ ∃cf , cg > 0 ∃nf , ng ∈ N ∀n ≥ max{nf , ng} : hf (n) + hg(n) ≤ cf · f(n) + cg · g(n)

Wähle: c := max{cg, cf} > 0 und n0 := max{nf , ng}
⇒ ∀n ≥ n0 : hf (n) + hg(n) ≤ c · (f(n) + g(n))

⇒ h(n) = hf (n) + hg(n) ∈ O(f(n) + g(n)).
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