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1. Fragen, Anregungen?

Aktuelle Fragen?
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2. Thema Erweiterte PR Regeln

Die Konstruktion von primitiv-rekursiven Funktionen stiitzt sich
wesentlich auf die Erzeugungsregeln fiir funktionale Ausdriicke.

Die Regeln dafiir kann man weit oder eng fassen in Abhangigkeit
davon, welchen Schwerpunkt man auf die Beweise legt.

Die sogenannten erweiterten PR Regeln lassen in gewissem Sinne
die Bildung aller funktionalen Ausdriicke zu.
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2.1 Komposition von Funktionen

Abgesehen von der Vorgabe von Basisfunktionen wie Konstanten,
Projektionen und Nachfolgerfunktion ist die erste Regel zur
Konstruktion berechenbarer Funktionen die ,,Komposition von
Funktionen“ aus schon konstruierten berechenbaren Funktionen.

Unter der Komposition von Funktionen versteht man zunachst die
Definition von Funktionen durch ,,Hintereinanderausfiihrung“

f = goh von Funktionen h: A — B und g : B — C mit der
Definition

f(@) == (goh)(z) := g(h(x)).
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Die direkte Verallgemeinerung auf Funktionen mit mehreren
Argumenten lautet

f(@) = g(m(@),.... h(T),

wobei T = (z1,...,x,) gilt und im Kontext berechenbarer
Funktionen insbesondere f : Ny — Ny, ¢ : N’g — Ny und
h; : N§ — Ny fiir alle 7 gilt.

Eine entsprechende Schreibweise lautet mit

h@) = (M (@), ..., hi(T))

-

f=goh.
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Beobachtung

Stellt man auch die h; durch Komposition dar, dann wird die
Argumentliste T vererbt.

Dies bedeutet, dass der Kantorovich-Baum des funktionalen
Ausdrucks fiir eine Funktion f, die Variablen z; in seinen Blattern
als Projektionsfunktionen 7;(Z) enthalten muss.

Satz der Erweiterten Komposition

Sei t ein beliebiger funktionaler Ausdruck, der nur
Funktionssymbole g; von primitiv-rekursiven Funktionen, Variablen

xzj € {x1,22,...,2,} und Konstanten ¢;, enthilt. Dann definiert
f(z1,...,x,) =t eine primitiv-rekursive Funktion.
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Der Beweis ist einfach wie folgt:

Ersetze in ¢t alle Variablen z; durch den funktionalen Ausdruck
7 (Z) mit Ergebnis t'.

(2
Dann wird mit
f(T) = t' nach der einfachen Kompositionsregel eine
primitiv-rekursive Funktion definiert.

Beispiel
Sei f(z,y) = g1(x, g2(y, g3(x))).
Umsetzung:
hl(xvy = g3(ﬂ%(x7y )
hQ(fIJ,y = 92(7T%(w7y ahl yY))
f €,y - gl(ﬂ-% €Ly )ahQ( ’ )
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2.2 Rekursive Schemata

Sei tg ein funktionaler Ausdruck, der nur primitiv-rekursive
Funktionen und Variable z; enthilt.
t enthalte als Teilausdriicke nur
f(m,T) mit einem Variablenvektor T,
primitiv-rekursive Funktionen,
m und
Variablen x;.

Dann heiBen die Gleichungen
[0,7) =to, f(lm+1,7)=t

das erweiterte Schema der primitiven Rekursion.
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Aber

f(f(m,T),T) ist im erweiterten Schema nicht zul3ssig.

Bemerkung

Auch eine Erweiterung auf Systeme von Gleichungen ist moglich,
in denen dann auch fiir ein konkretes k die Teilausdriicke
fm—=1,%),..., f(m — k,T) vorkommen diirfen.

(Siehe Tutoraufgaben, Kodierung mit Paarfunktionen)
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Satz
Die Anwendung des erweiterten Schemas primitiver Rekursion fiihrt
nicht aus der Menge der primitiv-rekursiven Funktionen heraus.

Beweis

1. Ersetze in ¢ alle Variablen x; durch den funktionalen Ausdruck

7I"(T) mit Ergebnis .

Dann definiert ¢y eine primitiv-rekursive Funktion g(Z) = t;,.

2.Seiy = (r1,T2,...,Tn, Tn+1, Tni2)-

Ersetze in ¢ alle Vorkommen von Variablen z; mit i € [n] durch
den funktionalen Ausdruck 7"2(7), alle Vorkommen von
Ausdriicken f(m, ) durch z,42 und alle verbleibenden
Vorkommen von Variablen m durch x,,11. Das Ergebnis sei t'.

Dann wir durch h(y) = t’ eine primitiv-rekursive Funktion h
definiert.
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3. Falls f das erweiterte Schema der PR erfiillt, dann erfiillt f
auch das einfache PR-Schema mit den in 1. und 2. konstruierten
Funktionen g und h wie folgt:

f(O,f) = g(f),
fm+1,7) = h(x,m,f(m,7x)).

Damit ist der Satz bewiesen.
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3. Vorbereitung Blatt 10

31VA1

© Beweisen oder widerlegen Sie: Wenn A semi-entscheidbar und
B entscheidbar ist, dann ist A\ B semi-entscheidbar.

@ Gegeben seien zwei entscheidbare Pradikate P(z,y) und
Q(z,y). Zeigen Sie, dass R(x,y) = P(x,y) A Q(z,y)
entscheidbar ist.

@ Ist jede Teilmenge einer rekursiven Sprache rekursiv
aufzdhlbar? Beweis!
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© Beweisen oder widerlegen Sie: Wenn A semi-entscheidbar und
B entscheidbar ist, dann ist A\ B semi-entscheidbar.

Losung
Die Aussage ist wahr, und wir geben einen Algorithmus an, der
/ .
X(A\B) berechnet:
Gegeben ein w, entscheide zundchst, ob w € B.

Falls ja, gehe in eine Endlosschleife.
Falls nicht, berechne x'y und gib (bei Terminierung) das
Ergebnis zuriick.
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So berechnet man offensichtlich die Funktion

Fw) = {J_ falls Xy (w) = 1

X'y (w) sonst

1 fallsw¢ Bundwe A
1 sonst

= X(ap) (W) -
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@ Gegeben seien zwei entscheidbare Pradikate P(z,y) und

Qz,y).
Zeigen Sie, dass R(z,y) = P(z,y) A Q(x,y) entscheidbar ist.

Losung

Sei ein nichtleeres Alphabet ¥ gegeben, und seien P, () zweistellige
Pradikate iiber %* mit den berechenbaren charakteristischen
Funktionen xp bzw. x¢ der Funktionalitat ¥* x ¥* — {0,1}.
Dann lautet die charakteristische Funktion xp fiir

R(z,y) = P(z,y) A Q(x,y) wie folgt.
Xr(@,y) = xp(,y) - xQ(%,y) -

Offensichtlich ist xr berechenbar.
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© Ist jede Teilmenge einer rekursiven Sprache rekursiv
aufzahlbar? Beweis!

Losung

Es existiert eine Sprache L C ¥*, die nicht rekursiv aufzihlbar ist,
z.B. Ly. Da aber ¥* rekursiv ist, kann nicht jede Teilmenge von >*
rekursiv aufzdhlbar sein. L ist ein Gegenbeispiel.

Erinnerung: Ly = {w € ¥*; M,, akzeptiert w nicht}.
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3.2VA2

Zeigen Sie, dass man die folgende Anweisung durch ein
LOOP-Programm simulieren kann, das kein IF-Konstrukt enthilt:
IF z; <x; THEN P, ELSE P, END.

z0 THEO 32VA2

-
(©Dr. Werner Meixner L.\



Beweis

Das folgende LOOP - Programm stiitzt sich auf das Konstrukt IF
x =0 THEN P END,
das in der Vorlesung als LOOP-Programm simuliert wurde.

Seien z1,z2, & {zi, z;}.

xy:=x; ; LOOP 2; DO 2y :=21 —1; // 21 = ~
To =0 ;

IF 1 =0 THEN P; ; 29 :=1 END ;

IF z9 = 0 THEN P, END ;
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33VA3

Zeigen Sie durch Riickfiihrung auf die Definition, dass die
folgenden Funktionen primitiv-rekursiv sind:

1 fallsz=y

iszero(x) = 0 sonst

1 fallsz=0
0 sonst

;o eq(w,y) = {
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Losung

Wir schreiben die primitiv-rekursiven Basis-Projektionsfunktionen
proji,i(xi, x2,...,xx) als wf(:cl,xg, ce s TE).

s sei die Basis-Nachfolgerfunktion.

Wir definieren zunichst die primitiv-rekursiven arithmetischen

Funktionen  add(z,y), mult(z,y), = (x,y) bzw. in iblicher
Infixschreibweise = +vy, -y, o~y

und Semantik

~(z,y) = max{z —1y,0}.
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Addition

Lesbare Kurzschrift zuerst:

O+y = vy,
(z+1)+y = s(z+y).
oder
add(0,y) = vy,

add(x +1,y) = s(add(z,y))
Syntaktisches Format:
hir,zy) = s(ri(r,2,y)),

add(0,y) = 7i(y),
add(z +1,y) = h(add(z,y),z,y).
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Multiplikation

Lesbare Kurzschrift zuerst:
0-y) = 0,
(z+1)-y = (z-y)+y.
oder
mult(0,y) = 0,
mult(x + 1,y) = add(mult(z,y),y)

Syntaktisches Format:

k(y) = 0,
h(r,z,y) = add(n}(r,z,y),73(r,2,y)),
mult(0,y) = k(y),
mult(z + 1,y) = h(mult(z,y),z,y) .
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Modifizierte Subtraktion

Lesbare Kurzschrift zuerst:

pred(0) = 0,
pred(z+1) = =z,
-0 = =z,

r+(y+1) = pred(z =y).
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Syntaktisches Format:

hi(r, )
pred(0)
pred(z + 1)
hg("“, xz, y)
=1(0,)

g (y+1,2)

= (z,y)
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Loésung in lesbarer Form:

iszero(0) = 1,

iszero(x+1) = 0,

eq(z,y) = iszero((z ~y)+ (y =~ x)).

Mit welchen Regeln kann man stets eine lesbare Form erreichen?

Dieser Frage werden wir in VA 4 nachgehen.
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34VA 4

Sei f(x,y) primitiv rekursiv.

Zeigen Sie mit Hilfe der Projektionsfunktionen ﬂf zusammen mit

der (nicht erweiterten) Komposition, dass die Funktion g mit

9(x,y) = f(y,z)

fir alle z,y € N ebenfalls primitiv rekursiv ist.

Losung

g(:L'a y) = f(’f(‘%({l:, y)vﬂ-%(l'a y)) .
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35VAS

Wir bezeichnen f als eine erweiterte Komposition der Funktionen
gi1,--. 5,9k, falls
flxy,...,xn) =t,

so dass t ein Ausdruck ist, der nur aus den Funktionen ¢1,..., gk
und den Variablen z1, ..., z, besteht.
Beispiel:

f(z,y) = g1(x, 92(y, 93(2))) -
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Sei tg ein funktionaler Ausdruck, der nur primitiv-rekursive
Funktionen und Variable x; enthilt.

t enthalte als Teilausdriicke nur f(m,T) mit einem Variablenvektor
T, primitiv-rekursive Funktionen, m und Variable x;.

Dann heiBen die Gleichungen
f(0,2) =ty, f(m+1,7)=t

das erweiterte Schema der primitiven Rekursion.
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Aber

f(f(m,T),T) ist im erweiterten Schema nicht zul3ssig.

Bemerkung

Auch eine Erweiterung auf Systeme von Gleichungen ist moglich,
in denen dann auch fiir ein konkretes k die Teilausdriicke
fm—=1,%),..., f(m — k,T) vorkommen diirfen.

(Siehe Tutoraufgaben, Kodierung mit Paarfunktionen)
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Aufgabe
Man zeige:

© Eine erweiterte Komposition von primitiv-rekursiven
Funktionen ist wieder primitiv-rekursiv.

@ Das erweiterte Schema der primitiven Rekursion fiihrt nicht
aus der Menge der primitiv-rekursiven Rekursionen heraus.
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Beweise

Die zweite Behauptung zeigt man mit erweiterter Komposition,
sieche Thema.

Die erste Behauptung wurde gleichfalls im Thema bewiesen.
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